
13. ·IK·I KATLI ·INTEGRALLER·IN HESABI

Teorem 1. (Birinci Fubini Teoremi): B = f(x; y) : a � x � b; c � y � dg ve f : B ! R

fonksiyonu sürekli olsun. Bu takdirde

ZZ
B

f (x; y) dA =

bZ
a

0@ dZ
c

f (x; y) dy

1A dx = dZ
c

0@ bZ
a

f (x; y) dx

1A dy
olur.

Örnek 1. B = f(x; y) : 1 � x � 3; 0 � y � 4g bölgesi üzerinde f (x; y) = 2xy3 fonksiyonunun

iki katl¬integralini hesaplay¬n¬z.

Çözüm.

ZZ
B

f (x; y) dA =

4Z
0

3Z
1

2xy3dxdy

=

4Z
0

0@ 3Z
1

2xy3dx

1A dy
=

4Z
0

�
x2y3

�
j31 dy

=

4Z
0

�
9y3 � y3

�
dy

=

4Z
0

8y2dy

= 512

olur. ·Integrasyon s¬ras¬n¬de¼gi̧stirirsek; yani önce y, sonra x de¼gi̧skenine göre integral al¬n¬rsa
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sonuç de¼gi̧smez. Gerçekten

ZZ
B

f (x; y) dA =

3Z
1

4Z
0

2xy3dydx

=

3Z
1

0@ 4Z
0

2xy3dy

1A dx
=

3Z
1

1

2
xy4 j40 dx

=

3Z
1

128xdx

= 512

olur. ·Integrasyon s¬ras¬de¼gi̧stirilirse; yani önce y, sonra x de¼gi̧skenine göre integral al¬n¬rsa

sonuç de¼gi̧smez. Gerçekten

ZZ
B

f (x; y) dA =

3Z
1

4Z
0

2xy3dydx

=

3Z
1

0@ 4Z
0

2xy3dy

1A dx
=

3Z
1

1

2
xy4 j40 dx

=

3Z
1

128xdx

= 512

bulunur.

Teorem 2. (·Ikinci Fubini Teoremi): u; v : [a; b] ! R fonksiyonlar¬sürekli, 8 x 2 [a; b]

için u (x) � v (x) ve B = f(x; y) : a � x � b; u (x) � y � v (x)g olsun. f : B ! R fonksiyonu

sürekli ise ZZ
B

f (x; y) dA =

bZ
a

0B@ v(x)Z
u(x)

f (x; y) dy

1CA dx
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sa¼glan¬r.

Örnek 2. B = f(x; y) : 0 � x � 3; � 2x � y � x2 + 1g bölgesi üzerinde

ZZ
B

2y

(x+ 1)2
dA

integralini hesaplay¬n¬z.

Çözüm.

ZZ
B

2y

(x+ 1)2
dA =

3Z
0

x2+1Z
�2x

2y

(x+ 1)2
dydx

=

3Z
0

y2

(x+ 1)2
jx2+1�2x dx

=

3Z
0

(x2 + 1)
2 � 4x2

(x+ 1)2
dx

=

3Z
0

(x� 1)2 dx

= 3

bulunur.

Örnek 3. Aşa¼g¬daki iki katl¬integralleri hesaplay¬n¬z.

a)

2Z
0

1Z
0

(4� x� y) dydx b)

1Z
0

1Z
0

x2

1 + y2
dydx c)

1Z
0

xZ
0

(x+ y) dydx d)

1Z
0

1Z
y

x2exydxdy
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Çözüm. a)

2Z
0

1Z
0

(4� x� y) dydx =

2Z
0

�
4y � xy � 1

2
y2
�
j10 dx

=

2Z
0

�
7

2
� x

�
dx

=
7

2
x� x

2

2
j20

= 5

b)

1Z
0

1Z
0

x2

1 + y2
dydx =

1Z
0

x2 arctan y j10 dx

=

1Z
0

x2 (arctan 1� arctan 0) dx

=

1Z
0

x2
�

4
dx

=
�

4

x3

3
j10=

�

12

c)

1Z
0

xZ
0

(x+ y) dydx =

1Z
0

�
xy +

1

2
y2
�
jx0 dx

=

1Z
0

3

2
x2dx

=
1

2
x3 j10

=
1

2
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d)

1Z
0

1Z
y

x2exydxdy =

1Z
0

xZ
0

x2exydydx

=

1Z
0

xexy jx0 dx

=

1Z
0

�
xex

2 � x
�
dx

=

�
1

2
ex

2 � x
2

2

�
j10

=
e

2
� 1

·IK·I KATLI ·INTEGRALLERDE BÖLGE DÖNÜŞÜMLER·I

Bölge dönüşümleri bölümünde belirtildi¼gi gibi, uv� düzlemindeki bir D bölgesi8<: x = g (u; v)

y = h (u; v)

dönüşümü yard¬m¬yla xy� düzlemindeki bir B bölgesi üzerine bire bir olarak dönüştürülmüş

olsun.

J =
@ (x; y)

@ (u; v)
=

������ xu xv

yu yv

������
olmak üzere ZZ

B

f (x; y) dxdy =

ZZ
D

f (g (u; v) ; h (u; v)) jJ j dudv

eşitli¼gi ile verilir. E¼ger özel olarak 8<: x = r cos �

y = r sin �

al¬narak kutupsal koordinatlar¬na geçilirse

ZZ
B

f (x; y) dxdy =

ZZ
D

f (r cos �; r sin �) rdrd�
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olur. Çünkü bu dönüşüm için

J =
@ (x; y)

@ (r; �)
=

������ xr x�

yr y�

������ =
������ cos � r sin �

sin � r cos �

������ = r
olarak bulunur.

E¼ger D = f(r; �) : s (�) � r � t (�) ; � � � � �g ise

ZZ
B

f (r cos �; r sin �) rdrd� =

�Z
�

t(�)Z
s(�)

f (r cos �; r sin �) rdrd�

olur.

Örnek 4. B bölgesi, köşeleri (�; 0), (2�; �), (�; 2�), (0; �) olan paralelkenar oldu¼guna göre

ZZ
B

(x� y)2 sin2 (x+ y) dxdy

integralini 8<: u = x+ y

v = x� y

dönüşümü yard¬m¬yla hesaplay¬n¬z.

Çözüm.

8<: u = x+ y

v = x� y

olmak üzere

x+ y = 3� ! v = �

x+ y = � ! v = �

y = x+ � ! u = ��; y = x� � ! u = �
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ve
@ (x; y)

@ (u; v)
=

1

@ (u; v)

@ (x; y)

=
1������ 1 �1

1 1

������
=
1

2

olup

I =

ZZ
B

(x� y)2 sin2 (x+ y) dxdy

=

ZZ
D

u2 sin2 v
1

2
dudv

=
1

2

3�Z
�

�Z
��

u2 sin2 vdudv

=
1

2

3�Z
�

u3

3
j��� sin2 vdv

=
�3

3

3�Z
�

1

2
(1� cos 2v) dv

=
�3

6

�
v � 1

2
sin 2v

�
j3�� =

�4

3

bulunur.

Örnek 5. B bölgesi, 5x2 + 2xy + 2y2 = 1 elipsi taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgedir.8<: x = u+ v

y = �2u+ v

dönüşümü yard¬m¬yla

I =

ZZ
B

p
5x2 + 2xy + 2y2dA

integralini hesaplay¬n¬z.

Çözüm.
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x = u+ v

y = �2u+ v

olmak üzere

5 (u+ v)2 + 2 (u+ v) (�2u+ v) + 2 (�2u+ v)2 = 1

9
�
u2 + v2

�
= 1

ise

u2 + v2 =
1

9

çemberi elde edilir. Buradan

@ (x; y)

@ (u; v)
=

������ 1 1

�2 1

������ = 3
olup

I =

ZZ
B

p
5x2 + 2xy + 2y2dA

=

ZZ
D

p
9 (u2 + v2)3dudv

= 9

ZZ
D

p
u2 + v2dudv

integrali elde edilir. Kutupsal koordinatlara geçilirse

I = 9

2�Z
0

1

3Z
0

r:rdrd�

= 9

2�Z
0

r3

3
j
1
3
0 d�

= 3

�
1

27

�
2�

=
2�

9
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bulunur.

Örnek 6. B bölgesi, x2 + y2 = 1 ile x2 + y2 = 16 çemberleri taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgedir.

I =

ZZ
B

�
x2 + y2

�1
4 dA

integralini, kutupsal koordinatlar yard¬m¬yla hesaplay¬n¬z.

Çözüm. 8<: x = r cos �

y = r sin �

ve

@ (x; y)

@ (r; �)
= r

olmak üzere

ZZ
B

�
x2 + y2

�1
4 dxdy =

2�Z
0

4Z
1

�
r2
�1
4 rdrd�

=

2�Z
0

4Z
1

r

3

2drd�

=

2�Z
0

2

5
r

5

2 j41 d�

=
2

5
(32� 1) 2�

=
124

5
�

olarak elde edilir.

Al¬̧st¬rmalar

1. Aşa¼g¬daki integrallerin integrasyon bölgesini çiziniz, integrasyon s¬ras¬n¬ de¼gi̧stiriniz ve

integrali hesaplay¬n¬z.
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a)

1Z
0

1Z
p
y

dxdy b)

2Z
0

exZ
1

dxdy c)

1Z
0

p
yZ

�py

xdxdy

2.

3

2Z
0

9�4x2Z
p
y

16xdydx = 81 oldu¼gunu gösteriniz.

3.

�Z
0

sinxZ
0

ydydx =
�

4
oldu¼gunu gösteriniz.
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