NOT: BU DERS NOTLARI “4PPLIED MULTIVARIATE STATISTICAL ANALYSIS”
(Johnson, R. A. ve Wichern, D. W.) KITABI TEMEL ALINARAK HAZIRLANMISTIR.
TELIF HAKKI KIiTABIN YAZARI VE BASIM EVINE AITTIR.

1. HAFTA
TEMEL BIiLESENLER ANALIZi

Temel bilesenler analizi, orijinal degigskenlerin birkag dogrusal birlesiminin varyans-kovaryans

yapisinin agiklanmasi ile ilgilenir. Temel bilesenler analizi ile boyut indirgeme yapilir.
Kitle Temel Bilesenleri

Cebirsel olarak temel bilesenler X,,X,,..,X, gibi p tane rasgele degiskenin dogrusal
birlesimleridir. Geometriksel olarak, bu dogrusal birlesimler koordinat eksenleri X, X,,..., X »

olan orijinal sistemin dondiiriilmesiyle elde edilen yeni koordinat eksenlerin belirlenmesiyle

aciklanabilir. Yeni eksenler degiskenler arasindaki kovaryans yapisiyla elde edilir.

Temel bilesenler X, X,,...X

P

rasgele degiskenlerinin  veya X = (X, X,,...,X ) rasgele

vektoriiniin varyans-kovaryans matrisi X veya korelasyon matrisi p dan elde edilir.

X = (X}, X,,...,X )rasgel vektoriinin Ozdegerleri 4, >4,>..>24, >0 olan X varyans-

kovaryans matrisine sahip olsun.

Y=L X =0, X, + 1, X, +...+] X,

Y, =0, X =1, X, + [, X, +..+1 , X,

Y, =1, X=X +,,X,+.+[ X,
dogrusal birlesimlerini gz Oniine alalim. Buradan,
Var(Y)=1'Sl, , i=12,..,p
Cov(Y,Y)=1'%l, ; i,k=12,..p

olarak elde edilir.



Y, Y,,...,Y, temel bilesenleri birbirleriyle iliskisiz ve varyans degerlerine gore siralanmaktadir.

Yani Var(Yl):[I'Z[1 maksimumdur. Acike¢a Var(Yl):[I'Z[1 her hangi bir sabit ile
carpilarak artirilabilir. Bu belirsizligin giderilmesi igin katsayr vektorleri birim uzunlukta

olacak bi¢cimde belirlenmeye ¢aligilir.

Boylece birinci temel bilesen, [ 1'[ =1 kisitina gére Var(Y)) =Var(l 1, X) degerini maksimum
yapan l I'K dogrusal birlesimidir. Ikinci temel bilesen, [2' L,=1 ve
Cov(Y,,Y,)=Cov(l 1, X, 2, X)=0 kisitlarina gére Var(Y,) =Var(l Z'K ) degerini ikinci sirada
maksimum yapan [ 2’ X dogrusal birlesimidir. Buradan, i inci temel bilesen, / ,.' =1 ve
Cov(Y,,Y,)=Cov(l l.' X,l k' X)=0, k <i kisitlarina gére Var(Y,)=Var(l i' X) degerini i inci
sirada maksimum yapan / l.' X dogrusal birlesimidir.
Sonu¢ 1. X = (X,,X,,...,X,) rasgele vektoriiniin varyans-kovaryans matrisi X ’nin 6zdeger
ve Ozvektor ¢iftleri (4,¢,),(4,,¢,),...,(4,,¢,) olmak lizere i inci temel bilesen

Y=¢ X=X, +e, X, +..te, X, ; i=12,..,p
ile verilir. Burada 4, >4, >..2 4 >0 ve

Var(Y) = ¢ Te=e/ Ahe=Ae e~A  ; i=12,..p

Cov(Y,Y,)= gi,ngZQ.’/Ikgk Zﬁkgi’gkz 0; ,k=12,...p, i#k
dir. Eger baz1 A ler esit ise iliskili katsay1 vektorleri e, ’ler ve Y, ’lerin se¢imi tek degildir.

Sonu¢ 2. X = (X, X,,...,X ) rasgele vektoriiniin varyans-kovaryans matrisi X nin 6zdeger

ve  Ozvektor  ciftleri  (4,¢)),(4,,€,),..,(4,,¢,)  olsun  ve temel bilesenler

Y, :gl'g, Y, :g;g,...,Yp :gprl olmak iizere



P
0,+0y,+..+t0,, = ZVar(Xi)
i=1
=A+4L+..+4,

= > Var(r)

dir.
Ispat: 6, +0,+..+0 o =r(2) dir. A, Xnin 6zdegerlerinden olusan diagonal bir matris ve

P, X nin 6zdegerlerine karsilik gelen birim 6zvektorlerden olusan ortogonal bir matris olsun

Yani P=(e,e,,...e,) ve PP'=P'P=I"dir. Spektral ayrigimdan, = =PAP’'dir. Buradan,

tr(Z)=tr(PAP’)
=tr(AP'P)
=tr(A)
=Ah+4h+.+4,

dir. Boylece
P P
D Var(X,)=tr(Z)=tr(A) =) Var(Y)
i=1 i=1

dir. Bu sonug toplam kitle varyansinin = o0,, +0, +...+0,, =4 +4, +..+ 4, olugunu ve

buradan £ inc1 temel bilesenin varyansinin toplam varyansa oraninin

A _ A
b
o, +t0,+..+o, AthL+.+4,

k=12,...p

oldugunu gosterir.

Eger p degeri biiylik oldugunda, ilk birka¢ temel bilesen i¢in bu oran %80 veya %90 elde
edilirse, fazla bilgi kayb1 olmadan bu bilesenler orijinal p degiskenin yerini alir. Ayrica orijinal
degiskenlerin hangi temel bilesenler iizerinde daha etkin olduguna da bakilabilir. Bunun i¢in

orijinal degiskenler ile temel bilesenler arasindaki korelasyonlara bakmak gerekir.

Sonu¢ 3. Eger Y, =§1'X , Y, =§2’£ yees V) = gpli , X varyans-kovaryans matrisinden elde

edilen temel bilesenler ise



p/\'k,Y,- :ekl\/il ; i,k:152,---,p

Ok

X, rasgele degiskeni ile Y, temel bileseni arasindaki korelasyon katsayisidir. Burada

1

(A»€),(4,€,),..,(4,,€,) " ler X nin 6zdeger ve birim 6zvektor ciftleridir.

Ispat: COW(X/"K):'OX”Y":\/Va(:(o)‘;())(\k/éi(y) s Lk=12,..,p
k i

dir. 7', =(0,...,0,1,0,...,0) olsun.

Boylece [,!X =X,
dir ve
Cov(X,,Y)=Cov( L X, e, X)

zlklzgi
=1, 4e,

i

= Ae,
olarak elde edilir.
Ayrica
Var(Y) =4
ve
Var(X,)=o0,,

oldugundan



_ Cov(X,,Y)
\/Var(Xk)\/Var(K.)

= % . ik=12,..p

Px, .y,

dir.

Ornek 1: X' = (X, X,,X,) rasgele vektoriine iliskin varyans- kovaryans matrisi

olsun. >_ varyans-kovaryans matrisini géz oniine alarak

a) Temel bilesenleri elde ediniz.

b) Temel bilesenlerin varyanslarin1 bulunuz.

¢) Temel bilesenler arasindaki kovaryanslari bulunuz.

d) Temel bilesenlerin toplam degisimi agiklama oranlarini hesaplayiniz.

e) Temel bilesenler ile rasgele degiskenler arasindaki korelasyonlar1 bulunuz.

Coziim 1:

a) Temel bilesenlerin bulunabilmesi i¢in 6ncelikle ) varyans-kovaryans matrisinin
0zdeger ve birim 6zvektorleri elde edilmelidir.

Ozdegerler igin : det(>- —\I) = 0 olacak sekildeki A\ € R degerlerini bulmaliyiz.

)\1 = 5.8284, )\2 =2 ve )\3 = 0.17 bulunur.

(Ozdegerler biiyiikten kiigiige siralanir : AZAZN)



Ozdegerlere karsilik gelen dzvektdrler : > x = Ax esitliginden elde edilir. Ornegin ,

A, = 5.8284 Ozdegerine karsilik gelen 6zvektorii bulalim:

1 -2 0 T, T,
-2 5 0 T, = 5.8284 T,
0 0o 2 T, T

3

denklem sistemi acik formda yazalim :

T, — 2:1:2 = 5.8284:B1
—29{;1 + 5x2 = 5.8284362
21;3 = 5.8284$3

Son egitlikten z, = 0 oldugu agiktir. 1. ve 2. denklemler yeniden diizenlendiginde ikisinin de
4.8284r +2x, = 0 denklemine esit olduklar1 gorilecektir. Bu durumda denklemin sonsuz

¢Oziimii vardir. Bunlardan biri z, =1 alinirsa, z, = —2.4142 bulunur. Bu durumda

|« = \/(1)2 +(~2.4142) + (0] =2.6131
e', =[1 —2.4142 0]/2.6131 2 [0.383 — 0.924 0]

Ozdegerler ve birim 6zvektorler asagidaki tabloda verilmistir:

) = 5.8284 = 5.83 A\ =2 A, =017

e, =[0.383-0.9240] €, =[0 01 ', =[0.924 —0.383 0]

Buradan temel bilesenler:

X
1

Y, =[0.383 — 0.924 0 X,| = 0.383 X, — 0.924X, + 0X,
X

3

X

1
Y, =[001]|X,[=0X,+0X, +1X, = X,
X

3



X

1
X,
X

3

Y, =|0.924 — 0.383 0]| X, | =0.924X, — 0.383X, + 0,

elde edilir. Varyans - Kovaryans matrisine bakildiginda, X, rasgele degiskeni diger rasgele

degiskenlerle iliskisiz oldugundan, temel degiskenlerden birinin X, olacagi zaten biliniyordu.

b) Temel bilesenlerin varyanslarinin bulunmasi.

1. Yol :

Var(Y,) = Var(0.383 X, — 0.924X, )
= (0.383) Var (X, ) +(0.924) Var(X,) - 2(0.383)(0.924) Cov (X , X,
- (50&.3:;83)2 (1) +(0.924) Var(5) —2(0.383)(0.924)(~2)
=X
Var(Y, ) z ;/ar(X3>

=

Var(Y,) = Var(0.924 X, - 0.383X,
= (0.924) Var(X,) +(0.383) Var X, ) - 2(0.924)(0.383) Cov (X, X, )
= (0.924) (1) + (0.383) (5) —2(0.924)(0.383) (2)

2. Yol : (Matris islemleriyle)

Var(Y) = Var(e_'i§> =e' Xe, 1=123



Var(Y;)=¢', Ze,

1 —2 o|[o0.383
:[0.383 —0.924 o] —2 5 0||-0.924
o 0 2[| o

0.383
= (2,231 -5,386 0]|~0.924
0

=5,83
elde edilir. Benzer sekilde

Var(Y,)=e', e,
=2
=A
A\
Var(Y,) = ¢!, Te,
=0,17

3
olarak bulunur.

Ayrica

3~ Var(X,) = Var(X,)  Var (3, Var(x,
i=1
=0, t0,+ o
=1+5+2
=8
23: Var (Y) = Var(Y,) + Var(Y,) + Var(Y,)
=1

=A+A+A
=5,83+2+4 0017
=8

dir ve buradan

:EIVM(K:) = gVW<X7:) =38

dir.



¢) Temel bilesenler arasindaki kovaryanslarin bulunmas.

1. Yol:

CO’U(Yi,Yk> = C’ov(e_‘i X,e', K) ; 1=k
= 6_'72§k
:e_'iAka
:)‘ke_'igk
=0

Burada birim 6zvektorler bir birine dik oldugundan yukaridaki sonug sifir ¢ikar.

2.Yol:

Cov(Y,,Y,) = Cov(0.383 X, - 0.924X,,, X,
= (0.383) Cov(X,, X, ) — (0.924) Cov(X,, X, )
N Y 2

0 0

=0
Cov(Y,,Y,) = Cov(0.383 X, — 0.924X,,0.924 X, - 0.383X,

h :(0.383)(0.924)Vcl_(Xl)—(0.383)2 Cov(X,,X,)
—(0.924) Cov (X, X,) — (0.924)(~0.383) Var(X, )

-2 5

=0

Cov(Y,,Y,) = Cov(X,,0.924 X, - 0.383X,) = 0

2773
d) Temel bilesenlerin toplam degisimi agiklama oranlarinin hesaplanmas.

e 1. Temel bilesenin toplam varyansa katkisi

Var(Yl) B A
ZS:Var(Y;) AtATA
i=1 - @

-8
=0.73

e 2. Temel bilesenin toplam varyansa katkis1



e 3. Temel bilesenin toplam varyansa katkisi

Var(Y3 _ A,
3
A A+
Var(Y. 3
; ar( Z)
_ o7
8
=0.02

Burada ilk iki temel bilesenin varyanslarinin toplaminin, toplam varyansa Kkatkisi
0.73 4 0.25 = 0.98 (oldukea yiiksek %98) oldugundan, iki temel bilesen yeterlidir. Bunlar Y,

ve Y, temel bilesenlerdir. Boylece X , X,, X, rasgele degiskenleri yerine, Y, ve Y, temel

bilesenleri alinarak boyut indirgeme yapilmis olur. Yani 3 boyuta, 2 boyuta indirgenmis olur.

e) Temel bilesenler ile rasgele degiskenler arasindaki korelasyonlart bulunmasi.

Temel bilesenler ile rasgele degiskenler arasindaki korelasyonlar

— M , Lk =12,....p

Ukk

ile bulunur.

Ornegin, ¢!, =[e e, e, ]=1[0.383 —0.924 0] kullanilarak Y, temel bileseninin X , X,

X, rasgele degiskenleri ile arasindaki korelasyonlar :



e\ 0.38345.83
SE o \/I

11

= 0.925

_ 621\/;1_ _0.924 5-83

p.
e T \/g

= —0.998

_ 631\/X: 0v5.83
Py, x, \/a N

Benzer sekilde diger korelasyonlar hesaplandiginda asagidaki tablo elde edilir:

Py x, X1 X2 X3
Y, 0.925  -0.998 0
Y, 0 0 1

Y, 0.381 (0.070 0

3. temel bilesen 6nemsiz oldugundan bu korelasyonlar goz ardi edilebilir.



