
1.3. Ortogonal Polinomlar Sisteminin ·Inşaas¬

Belirli bir I � R aral¬¼g¬ve w(x) a¼g¬rl¬k fonksiyonu verildi¼ginde ortogonal bir polinom sistemi

elde edilebilir. I aral¬¼g¬nda bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu w(x) olmak üzere s¬f¬r¬nc¬ dereceden bir

polinom �0(x) = 1 olsun.

(�0; �1) =

Z
I

w(x)�0(x)�1(x) dx = 0

ortogonallik koşulu sa¼glanacak şekilde 1. dereceden bir �1(x) polinomu elde edilebilir. Ayr¬ca

�1(x) üzerine normallik koşulu da ilave edilirse

R
I

w(x)�0(x)�1(x) dx = 0R
I

w(x) �21(x) dx = 1

denklemlerinden �1(x) polinomu tek olarak belirlenir.

k�1k
2 =

Z
I

w(x) �21(x) dx = 1

normallik koşulu olmaks¬z¬n sadece ortogonallik koşulunun sa¼gland¬¼g¬bir çok �1(x) bulunabilir.

Ancak bunlar¬n hepsi birbirinin sabit katlar¬d¬r.

�0(x) ve �1(x) polinomlar¬na ortogonal olacak şekilde ikinci dereceden �2(x) polinomunu elde

etmek için R
I

w(x)�0(x)�2(x) dx = 0R
I

w(x) �1(x)�2(x) dx = 0

ortogonallik ba¼g¬nt¬lar¬kullan¬l¬rsa �2(x) polinomu sabit çarpan fark¬yla tek türlü olarak be-

lirlenir. �2(x) in tek olarak belirlenmesi için

k�2k
2 =

Z
I

w(x) �22(x) dx = 1

normallik koşulunu kullanmak yeterlidir. Böyle devam edilerek, n: dereceden bir �n (x) poli-

1



nomu seçilir ve

Z
I

w(x)�i(x)�n(x) dx = 0 ; i = 0; 1; 2; :::; n� 1

ortogonallik koşullar¬kullan¬l¬rsa n:dereceden �n (x) polinomu sabit çarpan fark¬yla tek türlü

belirlenir. Ortonormallik koşulu da ilave edilirse �n (x) in kesin formu bulunur.

Ortogonalli¼gin bir başka tan¬m¬aşa¼g¬daki teoremle verilebilir.

Teorem 1.1. I � R aral¬¼g¬nda f�n(x)gn2N0 polinom sisteminin !(x) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre

ortogonal olmas¬için gerek ve yeter koşul,

Z
I

�n(x)!(x)x
k dx = 0 ; k = 0; 1; :::; n� 1 (1.2)

ifadesinin gerçeklenmesidir.

Proof. ()) �n(x) ve �m(x) polinomlar¬ I aral¬¼g¬nda !(x) a¼g¬rl¬k fonsiyonuna göre ortogonal

iseler Z
I

�n(x)�m(x) !(x) dx = 0 ; m 6= n (1.3)

gerçeklenir. x in k y¬nc¬kuvveti

xk = a0�0(x) + a1�1(x) + :::+ ak�k(x) =
kX

m=0

am�m(x) (1.4)

eşitli¼gi ile �m(x) lerin sonlu bir serisi olarak yaz¬labilir. Buradan (1.4) ün (1.2) de yerine

yaz¬lmas¬yla 0 � m � k < n için

Z
I

�n(x)!(x)x
k dx =

Z
I

�n(x)!(x)

"
kX

m=0

am�m(x)

#
dx

=

kX
m=0

am

Z
I

�n(x)�m(x) !(x) dx

elde edilir. Burada 0 � m < n olmak üzere �n(x) ve �m(x) lerin (1.3) deki ortogonallik tan¬m¬
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kullan¬l¬rsa Z
I

�n(x)!(x)x
k dx = 0 ; k = 0; 1; :::; n� 1

gerçeklenir.

(() ·Ispat¬n ikinci k¬sm¬ için 0 � m < n alal¬m. �m(x); m�yinci dereceden bir polinom

oldu¼gundan

�m(x) =
mX
k=0

akx
k (1.5)

formunda yaz¬l¬r. (1.3) ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬nda (1.5) eşitli¼gi kullan¬ld¬ktan sonra (1.2) gözönünde

bulundurulursa

Z
I

�n(x)�m(x) !(x) dx =

Z
I

�n(x)

"
mX
k=0

akx
k

#
!(x) dx

=
mX
k=0

ak

Z
I

�n(x)x
k!(x) dx = 0

elde edilir ki bu da ispat¬tamamlar.

Tan¬m 1.3. w(x), I = (a; b) aral¬¼g¬nda pozitif ve integrallenebilir bir fonksiyon olsun. w(x)

a¼g¬rl¬k fonksiyonunun momentleri

�n =

bZ
a

xnw(x)dx ; n = 0; 1; ::: (1.6)

ile tan¬mlan¬r. (a; b) aral¬¼g¬s¬n¬rs¬z ise bütün �n momentleri sonlu olmal¬d¬r.

A¼g¬rl¬k fonksiyonunun momentleri kullan¬larak, �n(x) polinomu için

�n(x) = An

���������������

�0 �1 ::: �n

�1 �2 ::: �n+1
...

...
. . .

...

�n�1 �n ::: �2n�1

1 x ::: xn

���������������
(1.7)

determinant gösterimi vard¬r. Burada An normalizasyon sabitidir.
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Teorem 1.2. (1.7) eşitli¼gi ile verilen �n(x) polinomlar¬(1.2) eşitli¼gi ile verilen

bZ
a

�n(x)!(x)x
k dx = 0 ; k = 0; 1; :::; n� 1

ortogonallik koşulunu sa¼glar.
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