1.3. Ortogonal Polinomlar Sisteminin Insaas:

Belirli bir I C R arahig1 ve w(z) agirlik fonksiyonu verildiginde ortogonal bir polinom sistemi
elde edilebilir. [ araliginda bir agirhik fonksiyonu w(z) olmak iizere sifirinci dereceden bir

polinom ¢,(x) = 1 olsun.
(00, 61) = [ wla)y(a) 01 (2) d =0
T

ortogonallik kosulu saglanacak gekilde 1. dereceden bir ¢, () polinomu elde edilebilir. Ayrica

¢, (z) tizerine normallik kosulu da ilave edilirse

w(w) ¢o(z) ¢1(x) dr =0

w(@) ¢i(r) dr =1
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denklemlerinden ¢, (x) polinomu tek olarak belirlenir.

wﬁ:/mmﬁ@wzl

normallik kogulu olmaksizin sadece ortogonallik kogulunun saglandigi bir ¢ok ¢, (z) bulunabilir.

Ancak bunlarin hepsi birbirinin sabit katlaridir.

¢o(z) ve ¢,(r) polinomlarma ortogonal olacak sekilde ikinci dereceden ¢, (x) polinomunu elde

etmek igin

!"IU(x) $o(7) @o(x) d = 0
]fw(l‘)

(z)
¢1(x) dy(x) dz =0
ortogonallik bagmtilar1 kullanilirsa ¢,(z) polinomu sabit ¢arpan farkiyla tek tiirlii olarak be-

lirlenir. ¢,(x) in tek olarak belirlenmesi igin

ol = [ wie) 3o do =1

I

normallik kogulunu kullanmak yeterlidir. Boyle devam edilerek, n. dereceden bir ¢, (x) poli-



nomu secilir ve
/w(m)gbz(m)gbn(x) dr =0 ; 1=0,1,2,..,n—1
1

ortogonallik kogullar1 kullanilirsa n.dereceden ¢, (z) polinomu sabit ¢arpan farkiyla tek tiirlii

belirlenir. Ortonormallik kogulu da ilave edilirse ¢,, (z) in kesin formu bulunur.
Ortogonalligin bir bagka tanimi asagidaki teoremle verilebilir.

Teorem 1.1. I C R arahginda {¢, ()}, oy, polinom sisteminin w(z) agirlik fonksiyonuna gore

ortogonal olmasi icin gerek ve yeter kosul,
/(/ﬁn(m)w(m) hdr =0 k=0,1,...n—1 (1.2)
I

ifadesinin gerceklenmesidir.

Proof. (=) ¢,(z) ve ¢,,(z) polinomlar1 [ araliginda w(z) agirlik fonsiyonuna gore ortogonal

iseler

/gbn(x) (@) w@)de=0 ; m#mn (1.3)

I

gerceklenir. x in k& yinc1 kuvveti

k
1% = aggy(r) + a1y () + ... + apoy(x) = Z Ay Py (T) (1.4)

esitligi ile ¢,,(x) lerin sonlu bir serisi olarak yazilabilir. Buradan (1.4) iin (1.2) de yerine

yazilmasiyla 0 < m < k < n igin

[o@a@atas = [ o)t [:;ammw] da

I

= > [ 6,01 6,(0) (o)

m=0

elde edilir. Burada 0 < m < n olmak tizere ¢,,(z) ve ¢,,(x) lerin (1.3) deki ortogonallik tanimi



kullanilirsa

/qﬁn(w)w(x)xkdajzo , k=01,..n—1

I

gerceklenir.

(<) Ispatm ikinci kismi igin 0 < m < n alalm. ¢,,(z), m—yinci dereceden bir polinom

oldugundan

O() =D ara® (1.5)

formunda yazilir. (1.3) ortogonallik bagintisinda (1.5) esitligi kullanildiktan sonra (1.2) gézoniinde

bulundurulursa

1

[o@on@ v = [o,@) [iw] w(z)da
¢

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

Tanim 1.3. w(x), I = (a,b) araliginda pozitif ve integrallenebilir bir fonksiyon olsun. w(x)

agirlik fonksiyonunun momentleri

b
oy, = /x”w(x)dx , n=0,1,... (1.6)

a

ile tanmimlanir. (a,b) araligi sinirsiz ise biitiin p,, momentleri sonlu olmalidir.

Agirhik fonksiyonunun momentleri kullanilarak, ¢,,(x) polinomu igin

Ho M1 - Hy
Hi o Moo By
Gp(r) =An| 11 (1.7)
Hp-1 Hp - Hopa
1 x "

determinant gosterimi vardir. Burada A,, normalizasyon sabitidir.



Teorem 1.2. (1.7) esitligi ile verilen ¢,,(x) polinomlar: (1.2) esitligi ile verilen

b
/(;Sn(:v)w(x)xkdx:O ; k=0,1,...n—1

a

ortogonallik kogulunu saglar.



