
1.5. Hipergeometrik Seri ve Hipergeometrik Fonksiyonlar

a; b ve c reel ya da kompleks sabitler olmak üzere

2F1(a; b; c;x) =
1X
n=0

(a)n(b)n
(c)nn!

xn (1.8)

hipergeometrik serisi jxj < 1 için yak¬nsak, jxj > 1 için ise ¬raksakt¬r. jxj = 1 oldu¼gu durumda

c > a + b için seri mutlak yak¬nsakt¬r. x = �1 için c > a + b � 1 ise hipergeometrik seri

yak¬nsakt¬r.

a reel ya da kompleks bir say¬, n s¬f¬r ya da pozitif bir tamsay¬ olmak üzere (a)n ifadesi

Pochhammer sembolü olarak adland¬r¬l¬r ve

(a)n = a(a+ 1)(a+ 2):::(a+ n� 1) ; n 2 N,

(a)0 = 1

ile tan¬mlan¬r. (a)n Pochhammer sembolü için aşa¼g¬daki özellikler gerçeklenir.

(a)n =
�(a+ n)

�(a)
;

(a)n+1 = a(a+ 1)n:

(1.8) ile tan¬mlanan hipergeometrik serinin genelleştirilmi̧s formu

pFq(a1; :::; ap; c1; :::; cq;x) =
1X
n=0

(a1)n(a2)n:::(ap)n
(c1)n(c2)n:::(cq)n

xn

n!
(1.9)

ile verilir. 2F1(a; b; c;x) hipergeometrik fonksiyon gösterimi yerine genellikle F (a; b; c;x) gös-

terimi kullan¬l¬r. Ayr¬ca (1.8) eşitli¼ginden görülür ki

F (a; b; c;x) = F (b; a; c;x)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Şimdi de ortogonal polinom aileleri için hipergeometrik fonksiyon gösterimlerini elde edelim.
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i) Laguerre Polinomlar¬n¬n Hipergeometrik Gösterimi:

n�yinci dereceden L(�)n (x) Laguerre polinomu

L(�)n (x) =

nX
k=0

(�1)k
�
n+ �

n� k

�
xk

k!
; n = 0; 1; ::: (1.10)

serisel gösterimine sahiptir. Pochhammer sembolünün tan¬m¬ve özellikleri kullan¬l¬rsa

(�1)k
�
n+ �

n� k

�
=

(�1)k
(n� k)!

(�+ 1)n
(�+ 1)k

=
(�+ 1)n
n!

(�n)k
(�+ 1)k

oldu¼gu görülür. Bu eşitlik (1.10) eşitli¼ginde dikkate al¬n¬rsa

L(�)n (x) =
(�+ 1)n
n!

nX
k=0

(�n)k
(�+ 1)k

xk

k!
=
(�+ 1)n
n!

1F1(�n;�+ 1; x)

elde edilir.

ii) Jacobi Polinomlar¬n¬n Hipergeometrik Gösterimi:

n�yinci dereceden P (�;�)n (x) Jacobi polinomu

P (�;�)n (x) =
1

2n

nX
k=0

�
n+ �

k

��
n+ �

n� k

�
(x+ 1)k(x� 1)n�k

=

�
x� 1
2

�n nX
k=0

�
n+ �

k

��
n+ �

n� k

��
x+ 1

x� 1

�k
(1.11)

serisel gösterimine sahiptir. x 6= 1 için

�
x+ 1

x� 1

�k
=

�
1 +

2

x� 1

�k
=

kX
i=0

�
k

i

��
2

x� 1

�i
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eşitli¼gini (1.11) de yerine yaz¬p toplamlar¬n s¬ras¬n¬de¼gi̧stirirsek

P (�;�)n (x) =

�
x� 1
2

�n nX
i=0

nX
k=i

�
n+ �

k

��
n+ �

n� k

��
k

i

��
2

x� 1

�i
=

�
x� 1
2

�n nX
i=0

n�iX
k=0

�
n+ �

k + i

��
n+ �

n� k � i

��
k + i

i

��
2

x� 1

�i
=

nX
i=0

nX
k=0

�
n+ �

n� i+ k

��
n+ �

i� k

��
n� i+ k
n� i

��
x� 1
2

�i
=

� (�+ n+ 1)� (� + n+ 1)

n!

nX
i=0

(�n)i
i!� (�+ i+ 1)� (� + n� i+ 1)

�
1� x
2

�i
�

nX
k=0

(�i)k (�i� �� 1)k
(� + n� i+ 1)k k!

elde edilir. Burada i = 0; 1; :::; n için

nX
k=0

(�i)k (�i� �� 1)k
(� + n� i+ 1)k k!

= 2F1(�i;�i� �� 1; � + n� i+ 1; 1) =
(n+ �+ � + 1)i
(n� i+ � + 1)i

Chu-Vandermonde toplam formülü kullan¬l¬rsa, gerekli düzenlemelerden sonra

P (�;�)n (x) =
� (�+ n+ 1)

n!� (�+ 1)

nX
i=0

(�n)i (n+ �+ � + 1)i
i! (�+ 1)i

�
1� x
2

�i
=

(�+ 1)n
n!

2F1(�n; n+ �+ � + 1;�+ 1;
1� x
2
)

hipergeometrik gösterimi elde edilir.

iii) Hermite Polinomlar¬n¬n Hipergeometrik Gösterimi:

Hn(x) Hermite polinomlar¬

Hn(x) = (2x)
n
2F0(�

n

2
;�n
2
+
1

2
;�;� 1

x2
)

hipergeometrik gösterimine sahiptir.
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