1.5. Hipergeometrik Seri ve Hipergeometrik Fonksiyonlar

a,b ve c reel ya da kompleks sabitler olmak tizere

o0

an n o
o Fi(a,byc;x) = Z (] (1.8)

n=0

hipergeometrik serisi || < 1 i¢in yakinsak, |x| > 1 i¢in ise wraksaktir. |x| = 1 oldugu durumda
¢ > a + b icin seri mutlak yakinsaktir. z = —1 i¢in ¢ > a + b — 1 ise hipergeometrik seri

yakinsaktir.

a reel ya da kompleks bir sayi, n sifir ya da pozitif bir tamsay1 olmak iizere (a), ifadesi

Pochhammer sembolii olarak adlandirilir ve

(), =ala+1)(a+2)...(a+n—-1) ; neN,
(a)o =1

ile tanimlanir. (a),, Pochhammer sembolii igin agagidaki ¢zellikler gerceklenir.

_ T(a+n)
(@), = W,

(@)1 = ala+1),.

(1.8) ile tanimlanan hipergeometrik serinin genellegtirilmisg formu

o0 n I‘n
oFylar, ... ap;c1, ..., cq5 ) Z nee(@p)n — (1.9)

— (c1)n(C2)n-.-(cq)n m

ile verilir. oFi(a, b; c; z) hipergeometrik fonksiyon gosterimi yerine genellikle F'(a, b; c; x) gos-

terimi kullamlir. Ayrica (1.8) esitliginden goriiliir ki
F(a,b;c;x) = F(b,a;c;x)

esitligi saglanir.

Simdi de ortogonal polinom aileleri i¢in hipergeometrik fonksiyon gosterimlerini elde edelim.



i) Laguerre Polinomlarinin Hipergeometrik Gosterimi:

n—yinci dereceden L (x) Laguerre polinomu

o = n+ a\ 2"
L;)(a:):Z(—n’f(n_k)H . n=0,1,.. (1.10)

k=0

serisel gosterimine sahiptir. Pochhammer semboliiniin tanimi ve 6zellikleri kullanilirsa

(_1)k<n+a) _ (=DF (e+1), _(at1), (=n),

n—k (n—k!(a+1),  n (a+1),

oldugu goriiliir. Bu egitlik (1.10) esitliginde dikkate alimirsa

a " (=n), zF e
L(O‘)(x) = ( j;!l)n Z (c(v—i-)l];ky = ( —;!l)n 1Fi(—n;a+ 1;2)

k=0

elde edilir.
ii) Jacobi Polinomlarinin Hipergeometrik Gosterimi:

n—yinci dereceden P\*"” )(ZU) Jacobi polinomu

e = 53 (P () et -
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serisel gosterimine sahiptir. = # 1 igin
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esitligini (1.11) de yerine yazip toplamlarin sirasim degistirirsek
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elde edilir. Burada ¢ = 0,1, ...,n i¢in
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Chu-Vandermonde toplam formiilii kullanilirsa, gerekli diizenlemelerden sonra

2

P (z) = F(a+n+1)§n:(_”)i(”+a+ﬁ+l)i(1—aj)i

n!l (a+ 1) il (o + 1),

a+1 1—2z
= (TL—')’LgFl(—n,n+oz+ﬁ+1,a+1,
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hipergeometrik gosterimi elde edilir.
iii) Hermite Polinomlarinin Hipergeometrik Gosterimi:

H,, () Hermite polinomlar

n n n 1 1
H,(z) = (2x) 2F0(—§7 —3 + 3 —?)

hipergeometrik gosterimine sahiptir.

(n—i+B+1),



