2.2. Christoffel-Darboux Formiilii

(a,b) arahginda w(x) agirlik fonksiyonuna gore ortonormal olan n. dereceden polinom ¢, (z)

olsun. Bu kisimda bir¢ok uygulamada ¢nemli rol oynayan

Ky (z,y) = Z O (@)1 (y)

toplami icin kapali bir form elde edecegiz.

Teorem 2.2. ¢,(z) polinomu igin

Kn(2,y) = 3 6u(@)only) = ;f oli)nsae) - §n<w>¢nﬂ<y>

esitligi saglanir. Bu formiil Christoffel-Darboux formiilii olarak bilinir.

ispat .

do(z) = ko

b
¢ (z) = k- /ﬁkg/xw (x)dx

oldugundan

Ko (z,y) = ¢g(x) = ki = ko {%(y)%(m) — ¢o(2)1(y)

k1 T —y

olup n = 0 i¢in Christoffel-Darboux formiilii saglanir.

Genel durumda ispat1 vermek icin bir oénceki kisimda elde edilen

¢n+1($) = (xAn + Bn) ¢n(x) -Gy ¢n—1(37> =0,
An _ n+1 Cn _ An

o




rekiirans formiiliinii kullanmirsak

kn-i—l r—y

kn [ 60(y)Pnia(7) — ¢n(x>¢n+1<y):|

kn
n+1

= 0,(2)0,(y) + Kyn1(2,y)

elde edilir ki buradan

saglanir. Son egitlikten yararlanarak iterasyonla

Kn(z,y) = ) dn(@)dn(y) + Ko(w,y) = D ¢(2)d(y)

k=0

bulunur ki bu da istenilendir.

Christoffel-Darboux formiiliiniin her iki yaninda y — « i¢in limit alinirsa,

Ko(w,2) = lim " [%(y)%(@—¢n<x>¢nﬂ<y>
y—= ki1 T —y
kn

= (00 (@) 11(2) = ), (2) Dy ()]

kn+1

= ) dilx) >0
k=0

elde edilir.

Teorem 2.3. n-yinci dereceden normu bir olan biitiin p (z) polinomlar1 arasinda, |p (y)| yi

maksimum yapan p (z) polinomlar:



ile verilir. Burada y, (a,b) araliginda belirlenmig bir noktadir.

p(x), n-yinci dereceden yada diigiik dereceden bir polinom ise

n

p(x) = (p, ) o)

k=0

olarak yazilabilir. Ayrica agiktir ki

(p(z), Kn (2, 9) = > (p, 1) ¢(y) = p ()

k=0

dir. p(z) = 1 6zel durumunda

(1K, (z,9)) = / w(2) Ky (2,y) dr = 1,

elde edilir.

n >0



