
2.3. Ortogonal Polinomlar¬n Sa¼glad¬¼g¬Diferensiyel Denklemler

Jacobi polinomlar¬, Laguerre polinomlar¬, Hermite polinomlar¬ikinci basamaktan lineer diferen-

siyel denklemlerin çözümleri olarak kaŗs¬m¬za ç¬karlar.

I) Jacobi Polinomlar¬n¬n Diferensiyel Denklemi:

P
(�;�)
n (x) Jacobi polinomlar¬n¬n sa¼glad¬¼g¬diferensiyel denklemi elde etmek için

d

dx

�
(1� x2)(1� x)�(1 + x)� d

dx
P (�;�)n (x)

�
ifadesinde türevler al¬n¬p aç¬k formda yaz¬l¬rsa

d

dx

�
(1� x2)(1� x)�(1 + x)� d

dx
P (�;�)n (x)

�

= (1� x)�(1 + x)�
�
(1� x2) d

2

dx2
P (�;�)n (x)� [2x+ �(1 + x)� �(1� x)] d

dx
P (�;�)n (x)

�

= 1� x)�(1 + x)�
�
(1� x2) d

2

dx2
P (�;�)n (x)� (2x+ �+ �x+ �x� �) d

dx
P (�;�)n (x)

�

bulunur. Köşeli parantez içindeki ifade n: dereceden bir polinom oldu¼gundan yukar¬daki eşitlik

d

dx

�
(1� x2)(1� x)�(1 + x)� d

dx
P (�;�)n (x)

�
= (1� x)�(1 + x)�

nX
j=1

ajP
(�;�)
j (x) (2.5)

formunda yaz¬labilir. Burada

nX
j=1

ajP
(�;�)
j (x) = (1� x2) d

2

dx2
P (�;�)n (x)� (2x+ �+ �x+ �x� �) d

dx
P (�;�)n (x) (2.6)

dir. (2.5) eşitli¼ginde aj leri elde etmek için eşitli¼gin her iki yan¬P
(�;�)
i (x) ile çarp¬l¬p [�1; 1]

aral¬¼g¬nda integre edilirse ve Jacobi polinomlar¬n¬n ortogonallik özelli¼gi kullan¬l¬rsa
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aj =

1Z
�1

P
(�;�)
j (x)

d

dx

�
(1� x2)(1� x)�(1 + x)� d

dx
P
(�;�)
n (x)

�
dx

1Z
�1

(1� x)�(1 + x)�
h
P
(�;�)
j (x)

i2
dx

olarak bulunur. Bu ifadenin pay¬ndaki integralde

P
(�;�)
j (x) = u ;

d

dx

�
(1� x2)(1� x)�(1 + x)� d

dx
P (�;�)n (x)

�
dx = dv

denilerek iki kez k¬smi integrasyon uygulan¬rsa ve daha sonra Jacobi polinomlar¬n¬n ortogonallik

özelli¼gi dikkate al¬n¬rsa j = 0; 1; :::; n� 1 için aj = 0 olarak bulunur. Buradan (2.6) eşitli¼gi

(1� x2) d
2

dx2
P (�;�)n (x)� (2x+ �+ �x+ �x� �) d

dx
P (�;�)n (x) = anP

(�;�)
n (x) (2.7)

formuna indirgenir. an yi bulmak için, P
(�;�)
n (x) in aç¬k ifadesi (2:7) nin her iki yan¬nda dikkate

al¬n¬p, ayn¬dereceli terimlerin katsay¬lar¬birbirine eşitlenirse, gerekli düzenlemeler yap¬ld¬ktan

sonra

�n(n+ �+ � + 1) = an

olarak elde edilir. Böylelikle görülür ki y = P (�;�)n (x) Jacobi polinomlar¬ikinci basamaktan

(1� x2)y00 + [� � �� (�+ � + 2)x] y0 + n(n+ �+ � + 1)y = 0 (2.8)

diferensiyel denklemini sa¼glar. P (�;�)n (x) Jacobi polinomlar¬bu denklemin �n = n(n+�+�+1)

özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyonlar¬d¬r.

(2:8) denkleminde � = � = �1
2
olarak al¬n¬rsa Tn(x) birinci tür Tchebyche¤ polinomlar¬n¬n

sa¼glad¬¼g¬

(1� x2)y00 � xy0 + n2y = 0

denklemi elde edilir. � = � = 0 özel durumunda ise (2:8) denklemi Pn(x) Legendre polinom-

lar¬n¬n sa¼glad¬¼g¬,

(1� x2)y00 � 2xy0 + n(n+ 1)y = 0
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Legendre diferensiyel denklemini verir.

II) Laguerre Polinomlar¬n¬n Diferensiyel Denklemi:

d

dx

�
xx�e�x

d

dx
L(�)n (x)

�

türevi aç¬k formda yaz¬l¬p yukar¬daki benzer i̧slemler uygulan¬l¬rsa ve Laguerre polinomlar¬n¬n

ortogonallik özelli¼gi kullan¬l¬rsa y = L(�)n (x) Laguerre polinomlar¬n¬n ikinci basamaktan

xy
00
+ (�+ 1� x) y0 + ny = 0

Laguerre diferensiyel denklemini sa¼glad¬¼g¬görülür.

III) Hermite Polinomlar¬n¬n Diferensiyel Denklemi:

d

dx

�
e�x

2 d

dx
Hn(x)

�

ifadesinden hareketle Hn(x) Hermite polinomlar¬n¬n sa¼glad¬¼g¬ikinci basamaktan lineer diferen-

siyel denklem

y
00 � 2xy0 + 2ny = 0

formunda elde edilir.
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