2.3. Ortogonal Polinomlarin Sagladig1 Diferensiyel Denklemler
Jacobi polinomlari, Laguerre polinomlari, Hermite polinomlar: ikinci basamaktan lineer diferen-

siyel denklemlerin ¢oziimleri olarak karsimiza cikarlar.

I) Jacobi Polinomlarimin Diferensiyel Denklemi:

pleh) (x) Jacobi polinomlarmin sagladig1 diferensiyel denklemi elde etmek icin
d d
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ifadesinde tiirevler alinip agik formda yazilirsa
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bulunur. Koseli parantez icindeki ifade n. dereceden bir polinom oldugundan yukaridaki esitlik
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formunda yazilabilir. Burada
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dir. (2.5) esitliginde a; leri elde etmek igin esitligin her iki yam P,L-(a’ﬂ ) (x) ile garpilip [—1,1]

araliginda integre edilirse ve Jacobi polinomlarinin ortogonallik 6zelligi kullanilirsa
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olarak bulunur. Bu ifadenin payindaki integralde
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[(1 — (1 —2)*(1 + x)ﬁépéa’ﬁ)(x)} dx = dv

denilerek iki kez kismi integrasyon uygulanirsa ve daha sonra Jacobi polinomlariin ortogonallik

ozelligi dikkate alinirsa j = 0,1,...,n — 1 icin a; = 0 olarak bulunur. Buradan (2.6) esitligi
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_ 222 pap) _ — B)— pla,B) — (,8)
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formuna indirgenir. a,, yi bulmak igin, pled () in agik ifadesi (2.7) nin her iki yaninda dikkate
alinip, ayni1 dereceli terimlerin katsayilar1 birbirine esitlenirse, gerekli diizenlemeler yapildiktan
sonra

—nn+a+p+1)=a,

olarak elde edilir. Boylelikle goriiliir ki y = pie) (x) Jacobi polinomlar: ikinci basamaktan

(1—2)y +[B—a—(a++2a]y +n(n+a+p+1)y=0 (2.8)

diferensiyel denklemini saglar. plep) (x) Jacobi polinomlar1 bu denklemin A\, = n(n+a+8+1)

ozdegerlerine kargilik gelen 6zfonksiyonlaridir.

1
(2.8) denkleminde o = § = —3 olarak almirsa 7, (z) birinci tiir Tchebycheff polinomlarmin
sagladigl
(1—2®)y —ay +ny=0

denklemi elde edilir. o = 3 = 0 6zel durumunda ise (2.8) denklemi P, (z) Legendre polinom-
lariin sagladig,

(1—2%)y —2zy +nn+1)y=0



Legendre diferensiyel denklemini verir.

IT) Laguerre Polinomlariin Diferensiyel Denklemi:

d d
- ap=z 1 (a)
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tiirevi agik formda yazilip yukaridaki benzer islemler uygulanilirsa ve Laguerre polinomlariin

ortogonallik 6zelligi kullanihirsay = L (x) Laguerre polinomlarinin ikinci basamaktan
2y +(a+1—xz)y +ny=0

Laguerre diferensiyel denklemini sagladigi goriiliir.

IIT) Hermite Polinomlarinin Diferensiyel Denklemi:

% {e“’t?iHn(x)}

ifadesinden hareketle H,(z) Hermite polinomlarinin sagladig: ikinci basamaktan lineer diferen-
siyel denklem

y” — Qxy' +2ny =0

formunda elde edilir.



