
2.4. Ortogonal Polinomlar¬n S¬f¬rlar¬

Teorem 2.4. I = [a; b] aral¬¼g¬nda w(x) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonal olan polinomlar¬n

bir sistemi f�n(x)g ; n = 0; 1; ::: olsun. Sistemdeki her �n(x) polinomunun (a; b) aral¬¼g¬içinde

n tane basit reel kökü vard¬r.

Teorem 2.5. [a; b] aral¬¼g¬nda w(x) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonal olan polinomlar¬n bir

sistemi f�n(x)g ; n = 0; 1; ::: olsun. �n(x) ve �n+1(x) polinomlar¬n¬n s¬f¬rlar¬birbirini ay¬r¬r.

Örnek 1. [�1; 1] aral¬¼g¬nda w(x) = 1 a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortonormal olan �n(x) ; n =

0; 1; 2; ::: polinom ailesinin ilk üç eleman¬n¬bulunuz ve bu polinomlar¬n tüm köklerinin reel

oldu¼gunu ve de (�1; 1) aral¬¼g¬nda bulundu¼gunu gösteriniz.

Çözüm: i) �0(x) = A0 olsun:

k�0k
2 =

1Z
�1

w(x)�20(x) dx =

1Z
�1

1:A20 dx = 1

) 2A20 = 1) A0 =
1p
2

olup �0(x) =
1p
2
dir.

ii) �1(x) = A1x+B1 formunda birinci dereceden polinomu seçilir ve

(�0; �1) =

1Z
�1

w(x)�0(x)�1(x) dx = 0;

k�1k
2 =

1Z
�1

w(x)�21(x) dx = 1

ba¼g¬nt¬lar¬ndan yararlan¬l¬rsa �1(x) =

r
3

2
x olarak bulunur.
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iii) ·Ikinci dereceden polinom �2(x) = A2x
2 +B2x+ C2 olsun.

(�0; �2) =

1Z
�1

w(x)�0(x)�2(x) dx = 0

(�1; �2) =

1Z
�1

w(x)�1(x)�2(x) dx = 0

k�2k
2 =

1Z
�1

w(x)�22(x) dx = 1

eşitliklerinin kullan¬lmas¬yla �2(x) =
1

2

r
5

2
(1� 3x2) olarak bulunur. Şimdi bu polinomlar¬n

köklerini (s¬f¬rlar¬n¬) inceleyelim.

i) �0(x) =
1p
2
s¬f¬r¬nc¬ dereceden polinom olup köklerinin say¬s¬ s¬f¬rd¬r. Yani köke sahip

de¼gildir.

ii) �1(x) =

r
3

2
x = 0) x1 = 0 reel kök olupx1 2 (�1; 1) dir.

iii) �2(x) =
1

2

r
5

2
(1� 3x2)) x1;2 = �

1p
3
2 R olup x1;2 2 (�1; 1) dir.

2.5. Jacobi Polinomlar¬n¬n S¬f¬rlar¬n¬n Fiziksel Yorumu

P
(�;�)
n (x) Jacobi polinomlar¬Teorem 2.4 den (�1; 1) aral¬¼g¬nda n-tane reel köke sahiptir. Ja-

cobi polinomlar¬n¬n bu s¬f¬rlar¬ potansiyel enerji teorisinde uygulamaya sahiptir. Şimdi bu

uygulamadan k¬saca bahsedelim.

Kabul edelim ki p ve q yükleri s¬ras¬yla (�1; 1) aral¬¼g¬n¬n uçlar¬olan +1 ve �1 noktalar¬na

yüklenmi̧s iki pozitif yük olsunlar. n tane birim pozitif yük de (�1; 1) aral¬¼g¬ndaki x1; x2; :::; xn
noktalar¬na da¼g¬t¬ls¬n.

Bu sistemin denge konumunda olabilmesi için fxig cümlesinin elemanlar¬n¬n Jacobi polinom-
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lar¬n¬n s¬f¬rlar¬na kaŗs¬l¬k gelmesi gerekmektedir. Fiziksel olarak potansiyel teoriden,

T =
nY
k=1

(1� xk)p(1 + xk)q
nY

v;u=1
v<u

jxv � xuj

olmak üzere, lnT �1 sistemin potansiyel enerjisini gösterir. Denge durumunun oluşmas¬ için

w = lnT �1 potansiyel enerji fonksiyonu bir minumuma sahip olmal¬, yani

@

@xj

�
lnT �1� = 0 ; j = 1; 2; :::; n

sa¼glanmal¬d¬r. Buradan gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

�
1� x2

�
f
00
(x) + [2(q � p)� 2(q + p)x] f 0(x) + n(n+ 2q + 2p� 1)f(x) = 0

denklemine ulaş¬l¬r. Bu denklemin polinom çözümleri P (2p�1;2q�1)n (x) Jacobi polinomlar¬olup

x1; x2; :::; xn ler de bu polinomlar¬n köklerine kaŗs¬l¬k gelmektedir. Buradan görülür ki, �ziksel

sistemin dengelendi¼gi x1; x2; :::; xn noktalar¬Jacobi polinomlar¬n¬n s¬f¬rlar¬na kaŗs¬l¬k gelir.

3


