
2.5. Ortogonal Polinomlar ·Için Rodrigues Formülü

Ortogonal polinom aileleri

�n(x) = An
1

w(x)

dn

dxn
[w(x)un(x)] (2.9)

formunda Rodrigues formülü ile ifade edilebilmektedirler. Burada An sabit bir çarpan ve

w(x) a¼g¬rl¬k fonksiyonudur. u(x) ise [a; b] aral¬¼g¬n¬n uç noktalar¬nda s¬f¬r de¼gerini alan ve bu

polinomlar¬n sa¼glad¬¼g¬ikinci mertebeden lineer diferensiyel denklemlerdeki y00 nün katsay¬s¬na

kaŗs¬l¬k gelen fonksiyondur.

Klasik ortogonal polinomlardan Jacobi polinomlar¬, Tchebychef polinomlar¬, Laguerre poli-

nomlar¬ve Hermite polinomlar¬için Rodrigues formülleri s¬ras¬yla aşa¼g¬daki gibidir.
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Teorem 2.6. �n(x) = An
1

w(x)

dn

dxn
[w(x)un(x)] ; n = 0; 1; 2; ::: polinom ailesi [a; b] ara-

l¬¼g¬nda w(x) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonaldir.

·Ispat. Teorem 1.1 gere¼gince �n(x) lerin [a; b] aral¬¼g¬nda w(x) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortog-

onal olmas¬için i = 0; 1; 2; :::; n� 1 için

bZ
a

w(x)�n(x)x
i dx = 0 (2.10)
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sa¼glanmal¬d¬r. �n(x) in aç¬l¬m¬(2:10) da yerine yaz¬l¬rsa

bZ
a

w(x)�n(x)x
i dx = An

bZ
a

xi
dn

dxn
[w(x)un(x)] dx

elde edilir. Bu integralde

xi = u ;
dn

dxn
[w(x)un(x)] dx = dv

denilip n kez k¬smi integrasyon uygulan¬rsa ve u(a) = 0 ; u(b) = 0 olduklar¬gözönünde tutu-

lursa
bZ
a

w(x)�n(x)x
i dx = An(�1)n
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w(x)un(x)
dn

dxn
�
xi
�
dx (2.11)

bulunur. i = 1; 2; :::; n � 1 için dn

dxn
(xi) = 0 oldu¼gundan (2:11) in sa¼g yan¬ndaki integral

i = 1; 2; :::; n� 1 için s¬f¬r olur. Bu da teoremi ispatlar.

Örnek 1. Ln(x) Laguerre polinomlar¬için Rodrigues formülünden yararlanarak L0(x); L1(x)

ve L2(x) polinomlar¬n¬n aç¬k ifadelerini yaz¬n¬z ve bu polinomlar¬n

(n+ 1)Ln+1(x) + (x� 2n� 1)Ln(x) + nLn�1(x) = 0

rekürans formülünü gerçekledi¼gini gösteriniz.

Çözüm: Ln(x) =
ex
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dn
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(e�xxn) Rodrigues formülünde n = 0; 1; 2 alal¬m.
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elde edilirler. Bu polinomlar¬Laguerre polinomlar¬n¬n sa¼glad¬¼g¬üç-terimli rekürans formülünde

yerine yazarsak

2L2(x) + (x� 3)L1(x) + L0(x) =
�
x2 � 4x+ 2

�
+ (x� 3)(1� x) + 1 = 0

eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬görülür.
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