2.5. Ortogonal Polinomlar icin Rodrigues Formiilii

Ortogonal polinom aileleri

—— lw(z) u" ()] (2.9)

formunda Rodrigues formiilii ile ifade edilebilmektedirler. Burada A, sabit bir ¢arpan ve
w(x) agirlik fonksiyonudur. w(z) ise [a,b] araliginin ug noktalarinda sifir degerini alan ve bu
polinomlarin sagladig: ikinci mertebeden lineer diferensiyel denklemlerdeki y” niin katsayisina

karsilik gelen fonksiyondur.

Klasik ortogonal polinomlardan Jacobi polinomlari, Tchebychef polinomlari, Laguerre poli-

nomlar1 ve Hermite polinomlar: i¢in Rodrigues formiilleri sirasiyla agagidaki gibidir.
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higinda w(x) agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir.

Teorem 2.6. ¢,(z) = A (w(z)u™(z)] ; n = 0,1,2,... polinom ailesi [a,b] ara-

Ispat. Teorem 1.1 geregince ¢, (z) lerin [a, b] arahginda w(x) agirhk fonksiyonuna gore ortog-

onal olmasi i¢cin ¢ = 0,1,2,...,n — 1 i¢in

/w(:v) ¢, () z" dr =0 (2.10)



saglanmalidir. ¢, (z) in acihmi (2.10) da yerine yazilirsa

b b

/ w(z) ¢, (x) 2’ dr = A, / mi% [w(z) u(z)] da

elde edilir. Bu integralde

=, dd? [w(x)u"(x)] de = dv

denilip n kez kismi integrasyon uygulanirsa ve u(a) = 0, u(b) = 0 olduklar1 gézoniinde tutu-

lursa
/w(m) ¢, () 2" dor = An(—l)”/w(w) u”(m)% (¢') da (2.11)

a .
bulunur. i = 1,2,...,n — 1 i¢gin —— (2') = 0 oldugundan (2.11) in sag yanindaki integral

dx

1=1,2,...,n — 1 i¢in sifir olur. Bu da teoremi ispatlar.

Ornek 1. L,(z) Laguerre polinomlari i¢in Rodrigues formiiliinden yararlanarak Lo(z), Ly (x)

ve Lo(z) polinomlarinin agik ifadelerini yaziniz ve bu polinomlarin
(n+1)Lp(z) + (. —2n— 1)Ly (x) + nlyq(x) =0

rekiirans formiiliinii gergekledigini gosteriniz.
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elde edilirler. Bu polinomlar: Laguerre polinomlarinin sagladig ti¢-terimli rekiirans formiiliinde

yerine yazarsak
2Ly(2) 4+ (x — 3)Li(z) + Lo(z) = (2 —da +2) + (z = 3)(1 —2) + 1 =0

esitliginin saglandig1 gortiliir.



