
2.8. Ortogonal Polinomlar Cinsinden Seriye Aç¬l¬mlar

[a; b] aral¬¼g¬nda parçal¬sürekli herhangi bir f(x) fonksiyonu �n(x) ortogonal polinomlar¬cinsin-

den

f(x) =

1X
n=0

cn�n(x)

formunda düzgün yak¬nsak bir seriye aç¬labilir. Burada cn katsay¬lar¬

cn =

bR
a

f(x)w(x)�n(x) dx

bR
a

w(x) �2n(x) dx

; n = 0; 1; :::

ile verilmektedir.

Şimdi de örnek olarak Legendre polinomlar¬na aç¬l¬mlar¬inceleyelim.

[�1; 1] aral¬¼g¬nda parçal¬sürekli bir f(x) fonksiyonu Pn(x)Legendre polinomlar¬cinsinden

f(x) =
1X
n=0

cn Pn(x) ; �1 � x � 1

formunda bir seriye aç¬labilir. Bu ifadenin her iki yan¬Pm(x) ile çarp¬l¬p [�1; 1] aral¬¼g¬nda

integral al¬n¬rsa ve Legendre polinomlar¬n¬n ortogonallik özelli¼gi kullan¬l¬rsa, cn katsay¬lar¬

cn =
2n+ 1

2

1Z
�1

f(x)Pn(x) dx

formunda bulunur.

Örnek 1. f(x) = x2 + x� 1 polinomunu Legendre polinomlar¬cinsinden ifade ediniz.

Çözüm: �1 � x � 1 aral¬¼g¬nda f(x) = x2 + x� 1 fonksiyonu

f(x) = x2 + x� 1 =
1X
n=0

cn Pn(x)

şeklinde bir seri aç¬l¬m¬na sahiptir.f(x) = x2 + x� 1 ikinci dereceden bir polinom oldu¼gundan

n � 3 için cn = 0 d¬r. P0(x) = 1; P1(x) = x ve P2(x) =
3x2 � 1
2

oldu¼gu dikkate al¬narak
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c0; c1; c2 katsay¬lar¬

c0 =
1

2

1Z
�1

(x2 + x� 1) dx = �2
3

c1 =
3

2

1Z
�1

(x2 + x� 1)x dx = 1

c2 =
5

4

1Z
�1

(x2 + x� 1)
�
3x2 � 1

�
dx =

2

3

olarak bulunur. Böylece f(x) = x2 + x� 1 = �2
3
P0(x) + P1(x) +

2

3
P2(x) olarak elde edilir.

Örnek 2.

f(x) =

8<: 1 ; �1 � x � 0

x2 ; 0 � x � 1

fonksiyonunun ilk üç terimli Legendre serisini elde ediniz.

Çözüm: f(x) fonksiyonunun

f(x) =
1X
n=0

cnPn(x) = c0P0(x) + c1P1(x) + c2P2(x) + :::

Legendre serisi aç¬l¬m¬nda c0; c1; c2 katsay¬lar¬n¬elde edelim.

cn =
2n+ 1

2

1Z
�1

f(x)Pn(x)dx =
2n+ 1

2

0Z
�1

Pn(x)dx+
2n+ 1

2

1Z
0

x2Pn(x)dx ; n � 0

formülünde n = 0; 1; 2 için P0(x) = 1 ; P1(x) = x ; P2(x) =
1

2
(3x2 � 1) polinomlar¬yerine
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konulursa

c0 =
1

2

0Z
�1

dx+
1

2

1Z
0

x2dx =
1

2
+
1

6
=
2

3

c1 =
3

2

0Z
�1

xdx+
3

2

1Z
0

x3dx = �3
4
+
3

8
= �3

8

c2 =
5

4

0Z
�1

(3x2 � 1)dx+ 5
4

1Z
0

x2(3x2 � 1)dx = 1

3

bulunur. O halde istenilen ilk üç terimli Legendre serisi

f(x) =
2

3
P0(x)�

3

8
P1(x) +

1

3
P2(x) + :::

olarak elde edilir.
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