2.9. Ortogonal Polinomlara iliskin Ornekler

SORU 1. [0,1] araliginda w(z) = /z agrlik fonksiyonuna gore ortogonal olan ve (0, 1)

noktasindan gegen ¢, (x) polinomlarimn ilk {igiinii bulunuz.

Coéziim: ¢y(r) = Ap sabit polinomunun (0, 1) noktasindan gegmesi i¢in Ag = 1 olmalidir ve
buradan da ¢y(z) = 1 bulunur.
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segelim. {¢, ()} polinom dizisi ortogonal oldugundan
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olmalidir. Buradan
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yazilabilir. ¢,(z) in (0, 1) noktasindan gegmesi i¢in

olmalidir. Dolayisiyla

olarak bulunur.

¢o(7) = Agz® + Box + Cy



segelim. {¢, ()} polinom dizisi ortogonal oldugundan

(¢07 ¢2) =0 ve (gbla ¢2) =0

dir.
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bulunur. (2) den
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elde edilir. Bu deger (1) de yazlirsa Cy = ﬁAQ bulunur. Buradan
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¢2(Z’) = A2$2 — 31421’ -+ ﬁA2

seklinde olur. ¢,(z) in (0, 1) noktasindan gegmesi igin ¢,(0) = 1 olmalidir. O halde
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olarak bulunur. Bu durumda
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dir.
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SORU 2. T),(x) = Z = cos(narccosx) ile verilen birinci tiir Tchebycheff

£ " (2k)!(n — 2K)!

polinomlarinin tiim sifirlarini bulunuz.
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Coziim: T, (z) = Z G ) = cos(narccosx) = 0
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bulunur. Bu kokler reeldir. Belirli bir n € NT i¢in ve k = 1,2,...,n i¢in cos [(k — §)Z]

fonksiyonu ayni degerleri alamayacagindan bu kokler basit koklerdir.

Dolayisiyla [—1, 1] araliginda w(x) = (1—22)~'/2 agirlik fonksiyonuna gére ortogonal bir sistem

tegkil eden Tchebycheff polinomlarinin sifirlar

1.
Ty = COS {(k_?E} , k=1,2,...n

olup (—1, 1) araliginda basit olan reel koklerdir.
SORU 3. L\ () Laguerre polinomlari i¢in bilinen

—T —Q dn
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Rodrigues formiiliinden yararlanarak L () Laguerre polinomlarmin ilk iigiinii elde ediniz.
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SORU 4. H,(x) = (—1)"e” T <e"” ) : n=0,1,... Hermite polinomlar i¢cin Rodrigues
xn

formiiliinden yararlanarak asagidaki dogurucu fonksiyon bagintisini elde ediniz.
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SORU 5. F(z,t) = (1 —2xt+ t2)71/2 fonksiyonunun (1 — ¢?)F, — 2t*F; = tF denklemini

gercekledigini gosteriniz ve bundan yararlanarak asagidaki rekiirans bagintisini elde ediniz.

Bpio(x) = Py(x) = (2n+3) Pia(z) , n=0

SORU 6. f:[-1,1] — R ift fonksiyon ve

1
/xQ”f(x)dx:n—l—l ;o n=0,1,..
0

olsun. [—1, 1] araliginda w(z) = f(x) agirlik fonksiyonuna gore ortogonal olan ¢, () (n =0,1,...

polinomlarimin ilk dérdiinii elde ediniz. g(x) = 2® fonksiyonunu bu polinomlar cinsinden seriye

aciniz.
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SORU 7. —1 < x < 1 araliginda f(z) =z + — fonksiyonunu Legendre serisine aginiz.
x



