
2.9. Ortogonal Polinomlara ·Ili̧skin Örnekler

SORU 1. [0; 1] aral¬¼g¬nda w(x) =
p
x a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonal olan ve (0; 1)

noktas¬ndan geçen �n(x) polinomlar¬n¬n ilk üçünü bulunuz.

Çözüm: �0(x) = A0 sabit polinomunun (0; 1) noktas¬ndan geçmesi için A0 = 1 olmal¬d¬r ve

buradan da �0(x) = 1 bulunur.

�1(x) = A1x+B1

seçelim. f�n(x)g polinom dizisi ortogonal oldu¼gundan

(�0; �1) = 0

olmal¬d¬r. Buradan

(�0; �1) =

1Z
0

�0(x)�1(x)w(x) dx

=

1Z
0

(A1x+B1)
p
xdx =
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B1 = 0

) A1 = �
5

3
B1

) �1(x) = �
5

3
B1x+B1

yaz¬labilir. �1(x) in (0; 1) noktas¬ndan geçmesi için

�1(0) = B1 = 1

olmal¬d¬r. Dolay¬s¬yla

�1(x) = �
5

3
x+ 1

olarak bulunur.

�2(x) = A2x
2 +B2x+ C2
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seçelim. f�n(x)g polinom dizisi ortogonal oldu¼gundan

(�0; �2) = 0 ve (�1; �2) = 0

d¬r.

(�0; �2) =

1Z
0

�0(x)�2(x)w(x) dx

=

1Z
0

�
A2x

2 +B2x+ C2
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xdx
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= 0 (1)

(�1; �2) =

1Z
0

�1(x)�2(x)w(x) dx

=
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2 +B2x+ C2
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xdx

=
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bulunur. (2) den

B2 = �
10

9
A2

elde edilir. Bu de¼ger (1) de yaz¬l¬rsa C2 =
5

21
A2 bulunur. Buradan

�2(x) = A2x
2 � 10

9
A2x+

5

21
A2

şeklinde olur. �2(x) in (0; 1) noktas¬ndan geçmesi için �2(0) = 1 olmal¬d¬r. O halde

�2(0) =
5

21
A2 = 1 den A2 =

21

5
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olarak bulunur. Bu durumda

�2(x) =
21

5
x2 � 14

3
x+ 1

dir.

SORU 2. Tn(x) =
[n2 ]X
k=0

n!xn�2k(x2 � 1)k
(2k)!(n� 2k)! = cos(n arccos x) ile verilen birinci tür Tchebyche¤

polinomlar¬n¬n tüm s¬f¬rlar¬n¬bulunuz.

Çözüm: Tn(x) =
[n2 ]X
k=0

n!xn�2k(x2 � 1)k
(2k)!(n� 2k)! = cos(n arccos x) = 0

) cos(n arccos x) = 0

) n arccos x = (k � 1
2
)� ; k 2 Z

) xk = cos

�
(k � 1

2
)
�

n

�
; k = 1; 2; :::; n ; n 2 N+

bulunur. Bu kökler reeldir. Belirli bir n 2 N+ için ve k = 1; 2; :::; n için cos
�
(k � 1

2
)�
n

�
fonksiyonu ayn¬de¼gerleri alamayaca¼g¬ndan bu kökler basit köklerdir.

Dolay¬s¬yla [�1; 1] aral¬¼g¬nda w(x) = (1�x2)�1=2 a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonal bir sistem

teşkil eden Tchebyche¤ polinomlar¬n¬n s¬f¬rlar¬

xk = cos

�
(k � 1

2
)
�

n

�
; k = 1; 2; :::; n

olup (�1; 1) aral¬¼g¬nda basit olan reel köklerdir.

SORU 3. L(�)n (x) Laguerre polinomlar¬için bilinen

L(�)n (x) =
e�x x��

n!

dn

dxn
�
e�xxn+�

�
Rodrigues formülünden yararlanarak L(�)n (x) Laguerre polinomlar¬n¬n ilk üçünü elde ediniz.

SORU 4. Hn(x) = (�1)n ex
2 dn

dxn

�
e�x

2
�
; n = 0; 1; ::: Hermite polinomlar¬için Rodrigues

formülünden yararlanarak aşa¼g¬daki do¼gurucu fonksiyon ba¼g¬nt¬s¬n¬elde ediniz.

exp(2xt� t2) =
1X
n=0

Hn(x)
tn

n!
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SORU 5. F (x; t) = (1� 2xt+ t2)�1=2 fonksiyonunun (1 � t2)Fx � 2t2Ft = tF denklemini

gerçekledi¼gini gösteriniz ve bundan yararlanarak aşa¼g¬daki rekürans ba¼g¬nt¬s¬n¬elde ediniz.

P 0n+2(x)� P 0n(x) = (2n+ 3)Pn+1(x) ; n � 0

SORU 6. f : [�1; 1]! R+ çift fonksiyon ve

1Z
0

x2n f(x) dx = n+ 1 ; n = 0; 1; :::

olsun. [�1; 1] aral¬¼g¬ndaw(x) = f(x) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonal olan �n(x) (n = 0; 1; :::)

polinomlar¬n¬n ilk dördünü elde ediniz. g(x) = x3 fonksiyonunu bu polinomlar cinsinden seriye

aç¬n¬z.

SORU 7. �1 < x < 1 aral¬¼g¬nda f(x) = x+ jxj
x

fonksiyonunu Legendre serisine aç¬n¬z.
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