Periyodik Fonksiyonlar ve Fourier Serileri I

Diizgiin Siireksizlik Noktasi: Bir f fonksiyonunun z, noktasindaki sag ve sol limitleri
sonlu degerler olup bu iki limit birbirinden farkl ise, zy noktasina f fonksiyonunun bir diizgiin

stireksizlik noktas: denir.

flzg) = lir%f(xo+5) sag limit | e>0

flzg) = liII(l) flzo—¢)  sollimit e>0

Parcgali Siirekli Fonksiyon: Bir [a,b] araliginda sonlu sayida diizgiin siireksizlik noktasi

diginda siirekli olan bir fonksiyona [a, b] araliginda parcal siireklidir denir.

Ornek 1. Asagidaki fonksiyonlarin verilen aralikta parcali siirekli olup olmadiklarim belirtiniz.

Varsa diizgiin stireksizlik noktalarinda sag ve sol limitleri hesaplayiniz.

2, 0<z<«1 l—2 , 1<2<2
a) f(x) = b) f@)=1 =

22 1<s<?2
r—2

Coziim: a) xy = 1 bir kritik nokta olup zo € [0, 2] dir. Buna gore ¢ = 1 noktasindaki sag ve

sol limitler,
f(at) = lirr(l)f(l +¢e) = liné(l +e)=1

F17) =1lim f(1 —¢) = lim2 =2

e—0 e—0

seklindedir. Buna gore x noktasindaki sag ve sol limitler sonlu ve birbirinden farkli oldugundan
o = 1 noktas1 bir diizgiin siireksizlik noktasidir. Diizgiin siireksizlik noktasi bir tane yani sonlu

oldugundan f(x) fonksiyonu [0, 2] araliginda parcah siireklidir.

b) zo = 2 bir kritik nokta olup zq € [1, 3] tiir. Buna gore oy = 2 noktasindaki sag ve

sol limitler,

F(24) = Tim f(2 4 £) = Tim <

e—0 e—0 £

=

f27)=lim f(2—¢) =lime —1=—1

e—0 e—0

seklindedir. Buna gore xy noktasindaki sag limit sonlu olmadigindan z, = 2 noktas1 bir



diizgiin siireksizlik noktasi degildir. Dolayisiyla verilen f fonksiyonu [2,3] arahiginda parcah

stirekli degildir.
Cift Fonksiyon

Simetrik bir aralikta tanimh bir f fonksiyonu f(—z) = f(x) saglaniyorsa f ye ¢ift fonksiyon

denir. Cift bir fonksiyonun grafigi y-eksenine gore simetriktir.
Tek Fonksiyon

Simetrik bir aralikta tanmimlh bir f fonksiyonu f(—x) = — f(x) saglamyorsa f ye tek fonksiyon

denir. Tek fonksiyonun grafigi orijin noktasina gore simetriktir.
Ornek 2.

f(z) = e fonksiyonu tiim R de tammb olup, ¢ift fonksiyondur. g(z) = sinh z fonksiyonunun

da tanim araligl (—oo, 00) olup tek fonksiyondur.
Periyodik Fonksiyonlar

f, la,b] araliginda tanmimh herhangi bir fonksiyon olsun. Eger her x € R i¢in f(x + p) = f(x)
olacak sekilde sifirdan farkli bir p € R varsa f ye periyodik fonksiyon, p ye de f nin periyodu
denir. Eger f fonksiyonu periyodik ve peryodu p ise,

Periyodik bir f fonksiyonunun pozitif p periyotlar: arasinda bir en kiigiigii varsa ona f nin asli

periyodu denir.
Ornek 3.

2k
f(z) = sin 3z fonksiyonu periyodik bir fonksiyon olup, periyodu p = Tﬂ, k € Z bulunur. f

2
fonksiyonunun asli periyou ise k = 1 icin T' = ?ﬂ bulunur.
Ortogonal Fonksiyonlar Sistemi

{¢, ()} bir [a,b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlarin bir dizisiolsun. Vz € [a,b] igin



q(z) > 0 olan bir fonksiyon olmak iizere eger,

saglaniyor ise, {¢, (x)} fonksiyonlar dizisine [a,b] araliginda ¢(x) agirhk fonksiyonuna gore

ortogonal (dik) bir sistem tegkil ediyor denir. Eger bu integralde m = n alinirsa,

b 1/2

lnll = / §(2)¢ () d

a

ifadesine {¢, } ortogonal sisteminin normu denir.

Ortogonal bir sistemin herbir elemani normuna boliinerek ortonormal bir sistem elde edilir.

Ortonormal sistemler,

kosulunu gergeklerler.



