Ortogonal Fonksiyonlar Sistemi

{¢,(x)} bir [a,b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlarin bir dizisiolsun. Vz € |[a,b] igin

q(z) > 0 olan bir fonksiyon olmak iizere eger,

b
[a@) 6, 0@ ar =0 mtn
saglaniyor ise, {¢,(x)} fonksiyonlar dizisine [a,b] araliginda ¢(z) agirhk fonksiyonuna gore

ortogonal (dik) bir sistem tegkil ediyor denir. Eger bu integralde m = n alinirsa,

b 1/2
lall = / §(2)¢ () d

a

ifadesine {¢, } ortogonal sisteminin normu denir.

Ortogonal bir sistemin herbir elemani normuna bdéliinerek ortonormal bir sistem elde edilir.

Ortonormal sistemler,

kosulunu gergeklerler.

Ornek 1. {sin3nz}, n =1,2... fonksiyonunun [—m,7] de ¢(z) = 1 agirlik fonksiyonuna gore

ortogonal sistem tegkil ettigini gosterip, bu sisteme karsilik gelen ortonormal sistemi bulunuz.

Coziim: {sin3nz}, n = 1,2... fonksiyonunun [—7, 7| de ortogonal bir sistem tegkil etmesi
i¢in,

/sin(?ﬂm) sin(3mz)dx =0, m#n

—T

oldugunu gostermeliyiz.

1
sin(3nx) sin(3mz) = = |cos(3m — 3n)x — cos(3m + 3n)x
2



olup integralde yerine yazildiginda

™ 1 ™
/sin(?)nx) sin(3max)dr = 5/ [cos(3m — 3n)z — cos(3m + 3n)z]

™

~[sin(3m —3n)z  sin(3m + 3n)x
B [ (3m — 3n) * (3m — 3n) }

0

olup o halde {sin3nxz} n =1,2... ortogonal bir sistem olarak bulunur.

™

|sin(3nz)||* = /SinQ(Snx)da:

(1 — 6cos(6nx))dx

I
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elde edilir. O halde
|sin(3nz)|| = V7

bulunur. Bu sisteme karsilik gelen ortonormal sistem herbir elemanin norma béliinmeiyle elde

edilir ki bu da

™

sin(3nx) sin(3mx) 0, m#n

x
e va 1, m=n

—T

olmasidir.

Ornek 2. P,(r) Legendre polinomlar: [—1,1] araliginda w(x) = 1 agirhk fonksiyonuna gore

diktirler.

Coziim:

saglanir.

Bunu ispat edebilmek icin Legendre diferensiyel denklemini ele alahm. P,, ve P, Legendre



polinomlar: olduklarina gére Legendre diferensiyel denklemini saglayacaklardir.
(1—2%) Pl(2) — 22P),(z) + m(m + 1) P, (z) = 0

(1—2°) P!l(z) — 2zP(z) + n(n + 1)P,(z) = 0

Bu esitliklerden birincisini P, ile, ikincisini P, ile ¢arpar ve taraf tarafa c¢ikartirsak

(1= %) (PuPly — PuPY)] = (n = m)(n+ m + )PP,

elde edilir. Bu son esitligin her iki yanminin [—1, 1] araliginda integre edildiginde esitligin sag
tarafinin sifir olmasi1 dikkate alinirsa,

1

/Pm(:z:)Pn(x)dx =0, m#n

-1

elde edilir.



