Sturm Ayirma Teoremi:
u(z) ve v(z) bir [a,b] araliginda

L= 5 (pe) ) + ataly =0

denkleminin lineer bagimsiz herhangi iki ¢oziimii iseler, o takdirde u(z) in ardigik iki sifir yeri
arasinda v(x) in kesin ve tam olarak bir sifir yeri vardir. Yani u(z) ve v(z) lineer bagimsiz

¢oziimlerinden herbirinin sifir yerleri diger ¢oziimiin sifir yerlerini ayirir.

Ornek 1. ¢,(z) = 19sin 5z + 23 cos 5z trigonometrik denklemi [—3?”, ﬂ araliginda kag tane

sifir yerine sahip olabilir? Nedenini agiklayimniz?

Coziim: y” + 25y = 0 denkleminin genel ¢dziimii
y(x) = ¢1 cos bx + ¢y sin bx

seklindedir. c¢; = 23 ve ¢ = 19 olarak secilirse ¢, ¢oziimii elde edilir. Verilen araligin ug
noktalarinda sifir olacak sekilde bir ¢oziim segelim. Buna gore ¢,(z) = sin 5z olsun. Burada
¢, ile ¢, lineer bagimsiz olacak sekilde secilmelidir. Buna gore Teorem den dolay1 ¢, nin ardisik
iki sifir yeri arasinda ¢, in kesin ve tam olarak bir sifir yeri vardir. ¢, nin sifir yerleri dikkate

alindiginda ¢, in [—3?”, ﬂ araliginda kesin ve tam olarak sekiz sifir yerine sahip oldugu goriiliir.

Ornek 2. ¢,(z) = 5sin 30z + 85 cos 30z trigonometrik denklemi [0, 7] araliginda kag tane sifir

yerine sahip olabilir?

Coziim: y” + 900y = 0 denkleminin genel ¢oziimii
y(x) = ¢1 cos 30z + co sin 30x

seklindedir. Ozel olarak ¢; = 85 ve ¢; = 5 alindiginda ¢, coziimiine ulagihr. Arahgm uc
noktalarinda sifir olacak sekilde bir ¢oziim segelim. Buna gore ¢,(x) = sin 30z olsun. ¢, ile
¢, lineer bagimsiz fonksiyonlar olup, buna gére Teorem den dolay1 ¢, nin ardigik iki sifir yeri
arasinda ¢, in kesin ve tam olarak bir sifir yeri vardir. ¢, nin sifir yerleri dikkate alindiginda

¢, in [0, 7] araliginda kesin ve tam olarak otuz sifir yerine sahip oldugu goriiliir.



Ornek 3. Sturm Ayirma Teoreminden yararlanarak ¢,(x) = sin2zx + cos 2z fonksiyonunu
ardigik iki sifir yeri arasinda ¢, () = sin 2z —cos 2z in yalniz bir tane sifir yerine sahip oldugunu

gosteriniz.

Coziim: y” + 4y = 0 denkleminin genel ¢oziimii

V' +dy = 0 = 12 +4=0 = 1y =42

y(x) = ¢1c082x 4 cosin 2z
seklindedir. Ciinkii
c1 = 1, cog =11igin ¢,(r) = sin2x + cos 2z
cg = —1, cg =1ic¢in ¢y(zr) = sin 2z — cos 2x

elde edilir.

d (dy
T4y =— | = dy =
ey dz (dx) tay=0

denkleminin ¢, ve ¢, ¢oziimii lineer bagimsiz ise Sturm Ayirma Teoremi kullanilabilir. ¢, ve

¢, nin lineer bagimsiz olup olmadigini anlamak icin Wronskiyene bakalim:

W(gy, ¢y, 7) = # 0

olmalidar.

sin 2x + cos 2x sin 2x — cos 2x
W(¢17¢27£) = :47&0

2cos2x — 2sin2x 2cos2x + 2sin 2x

oldugundan ¢, ve ¢, lineer bagimsizdir. ¢, ve ¢, Sturm Ayirma Teoreminin hipotezlerini
sagladiklarindan ¢, in ardisik iki sifir yeri arasinda ¢, nin yalniz bir tane sifir yeri vardir.

Gercekten de



¢, in sifir yerleri icin

sin2x +cos2x = 0
tan2z = -1
T km
= —+— k=0, £1, £2...
Tk ] + 9 5 5 ) s

ve ¢, nin sifir yerleri igin

sin2xz —cos2x = 0
tan2x = +1
T  km
= —+— k=0, £1, £2 ..
T ] + 9 3 ) ) )

bulunur.



