Teorem (Sturm Karsilagtirma Teoremi):
Bir [a,b] araliginda p(z) > 0 ve p(z), ¢1(x), ¢2(x) siirekli fonksiyonlar ve de ¢o2(x) > ¢1(x)

olsunlar. Ayrica ¢,(z) ve ¢,(z) ler sirasiyla

o] +aew =0

= o] +meow = o0

denklemlerinin birer reel ¢oziimii olsunlar. Eger xive x5, ¢, () in ardigik iki sifir yeri ise, o

takdirde ¢y(x) ¢oziimii 7 < x < 5 acik araliginda en az bir sifir yerine sahiptir.

Ornek 1.
Y + (a2+x4)y:()
- - fo (i (nt+ 1) ; . .
denkleminin herhangi bir y(z) ¢ozlimiiniin | —, ———— | araliginda en az bir sifir yerine
a a
sahip oldugunu gosteriniz.
Coziim:
d |dy 2 4
— | = 0 1
d:c{dx]—{_(a —|—:1:)y (1)
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dx [dw} ey 2)

denklemlerini ele alahm. p(z) = 1, q;(z) = a® + 2%, g2(x) = a® olmak iizere verilen aralikta

p(r) =1 >0, ¢1(x) > go(z) saglanir ve p, g1ve g siirekli fonksiyonlardir. O halde Sturm-

Kargilagtirma Teoremi geregince (2) nin herhangi bir ¢(z) ¢oziimiiniin iki sifir yeri arasinda (1)

in bir ¢6ziimiiniin en az bir sifir yeri vardir. (2) nin herhangi bir ¢(x) ¢oziimiinii amaca uygun
nm (n+1)m

olarak ¢(z) = sinax olarak secelim. Buna gére — ve ~——— ¢(z) ¢Oziimiiniin ardigik
a a

nm
iki sifir yeri olup Sturm-Kargilagtirma teoremine gore (1) in herhangi bir ¢oziimii — < z <
a

n+1
u araliginda en az bir sifir yerine sahip olacaktir.

Ornek 2. 2%y 4+ zy' + y = 0 denkleminin ¢oziimlerinden biri y(z) = sin (Inz) dir. zy” +
T

Yy + e—y = 0 denkleminin herhangi bir y(x) ¢oziimiiniin (1, e™) araliginda en az bir sifir yerine
x

sahip oldugunu gosteriniz.



Coziim: Oncelikle 22y” + 2y’ +y = 0 denklemini self-adjoint forma doniistiiriirsek

% {:}cj—ﬂ + 1y = (3)
denklemini elde ederiz. Buna gore
% {mj—i} + Z—xy = 0 (4)
X M_y] tly =0 (5)
denklemlerini ele alalhm. p(z) = z, ¢(x) = %, @(x) = é olmak iizere verilen aralikta

p(z) =z > 0, 1(z) > g2(x) saglanir ve p, qive ¢y siirekli fonksiyonlardir. O halde Sturm-
Kargilagtirma Teoremi geregince (5) in herhangi bir y(z) ¢dziimiiniin iki sifir yeri arasinda (4)
iin bir ¢dziimiiniin en az bir sifir yeri vardir. (5) in bir ¢oziimii y(z) = sin (Inx) olarak ver-
ildigine gore ve 1 ve €™, y(x) ¢oziimiiniin ardigik iki sifir yeri olduguna gore Sturm-Karsilagtirma
teoremine gore (4) iin herhangi bir ¢oziimii (1,e™) araliginda en az bir sifir yerine sahip ola-

caktir.

Ornek 3. 4"+ (m?+3e< %)y = 0 denkleminin herhangi bir y(x) ¢oziimiiniin [0, co) araliginda

sonsuz sayida sifir yerine sahip oldugunu gosteriniz (m > 0 sabit).

Coziim:
d |dy 2 h
i cosh x _ 1
. {dm]—i_(m + 3e )y 0 (1)
d |dy 9
i il — 2
dz {dm] Ty 0 @)

denklemlerini ele alahm. p(z) = 1, ¢ (z) = m? + 3¢“"* go(x) = m? olmak {izere verilen
aralikta p, give ¢y siirekli fonksiyonlardir ve p(z) = 1 > 0, ¢1(z) > ¢o(x) saglanmr. Simdi

¢oziimii (1) den nispeten daha kolay olan (2) denklemini ¢ozersek

y(x) = ¢ cosma + co sinma



elde edilir. ¢; =0 ve ¢o = 1 alahm. ¢(x) = sinmaz in sifir yerlerini bulalim.

k
sinmzr =0 — 1= & k=0, £1, +2,..
m

(2) nin ¢oziimii olan ¢(z) in [0, co) araliginda sonsuz sayida sifir yeri vardir. Sturm-Kargilagtirma
Teoreminden dolay1 bu ¢(x) ¢oziimiiniin ardigik iki sifir yeri arasinda (1) in ¢oziimii olan y(x)

in en az bir sifir yeri olacagindan, y(z) in [0, 00) araliginda sonsuz sayida sifir yeri vardir.



