
Bessel Diferensiyel Denklemi

x2y′′ + xy′ +
(
x2 − k2

)
y = 0

denklemine k-yıncıbasamaktan Bessel diferensiyel denklemi denir.

A ve B keyfi sabitler olmak üzere, k /∈ Z için Bessel diferensiyel denkleminin genel çözümü

y = AJk(x) +BJ−k(x)

olacaktır.

J−k(x) =

∞∑
p=k

(−1)p
p!(p− k)!

(x
2

)2p−k
=

∞∑
p=0

(−1)p+k
(p+ k)!p!

(x
2

)2p+k
= (−1)kJk(x)

dir. k nın bir tamsayıolmasıhalinde Jk(x) ve J−k(x) fonksiyonlarıeşitlikten de görüldüğü gibi

lineer bağımsız olmayıp aralarında

J−k(x) = (−1)kJk(x) , k ∈ Z

bağıntısıvardır. O halde k ∈ Z için ikinci bir lçözüm tanımlanmalıdır. k ∈ Z için Bessel

diferensiyel denkleminin genel çözümü

y = AJk(x) +BYk(x)

dir.
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Örnek 1. x2y′′ + xy′ +
(
λ2x2 − n2

)
y = 0 denkleminin genel çözümünün y(x) = AJn(λx) +

BJ−n(λx) olduğunu gösteriniz.

Çözüm: Verilen diferensiyel denklemde t = λx bağımsız deği̧sken dönüşümünü uygulayalım.

dy

dx
=

dy

dt

dt

dx
= λ

dy

dt
d2y

dx2
=

d

dx

(
λ
dy

dt

)
= λ2

d2y

dt2

olup, diferensiyel denklemde yerine yazılırsa,

t2
d2y

dt2
+ t

dy

dt
+
(
t2 − n2

)
y = 0 (1)

diferensiyel denklemi elde edilir. (1) denklemi n inci basamaktan Bessel diferensiyel denklemi

olup n /∈ Z için (2) nin genel çözümü,

y(t) = AJn(t) +BJ−n(t)

bulunur. t = λx olduğundan, verilen diferensiyel denklemin genel çözümü,

y(x) = AJn(λx) +BJ−n(λx)

olarak elde edilir.

Örnek 2. y′′ + 1
x−ξy

′ +
(
α2 − k2

(x−ξ)2

)
y = 0 denkleminin genel çözümünü Bessel fonksiyonları

cinsinden yazınız.

Çözüm: Soruda verilen denklemin her iki tarafını(x− ξ)2 ile çarpalım.

(x− ξ)2y′′ + (x− ξ)y′ +
(
α2(x− ξ)2 − k2

)
y = 0 (*)

denkleminde α(x− ξ) = t dönüşümü yapılırsa

dy

dx
=

dy

dt

dt

dx
= α

dy

dt
d2y

dx2
=

d

dx

(
α
dy

dt

)
= α2

d2y

dt2
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olup (*) da yerine yazılırsa

t2
d2y

dt2
+ t

dy

dt
+
(
t2 − k2

)
y = 0 (1)

k−yıncıbasamaktan Bessel diferensiyel denklemi elde edilir. k /∈ Z olmak üzere (1) in genel

çözümü

y(t) = AJk(t) +BJ−k(t)

dır. α(x− ξ) = t olmak üzere soruda verilen denklemin genel çözümü

y(x) = AJk(α(x− ξ)) +BJ−k(α(x− ξ)), k /∈ Z

olarak bulunur.
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