Z Dönüşümü
GİRİŞ
Z dönüşümü, lineer sistemlerin analiz ve tasarlanmasında kullanılan önemli yöntemlerden birisidir. Dönüşüm zaman ortamındaki (time domain) yöntemler için önemli avantajlar ileri sürmektedir. Fark denklemlerinin (difference equation) Z dönüşümü bize denklemin karakteristiği (model) ve fiziksel sistem hakkında iyi bir tanımlama sunmaktadır. Buna ilave olarak dönüştürülmüş fark denklemleri cebirseldir ve çözümü kolaydır.
Z DÖNÜŞÜMÜNÜN TANIMLANMASI
Öncelikle Z dönüşümü ve ters Z dönüşümünü tanımlayarak başlayalım. Ayrık zaman fonksiyonu f(n) (Discrete-time function)’ in Z dönüşümü F(z) aşağıda ki toplam ile verilebilir.
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Burada 
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Z dönüşümünü belirtmektedir. Z dönüşümünü genişleterek aşağıdaki gibi ifade edebiliriz.
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Burada z karmaşık bir sayıdır (
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 gibi).  Eşitlik 1 ise iki taraflı( bilateral) Z dönüşümü olarak tanımlanır ve bu nedenle b alt indisi kullanılmıştır. Ters Z dönüşümü ise eşitlik 3 ile verilebilir.
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Burada 
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ters Z dönüşümünü belirtmektedir. Ayrıca 
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 ve V ise z düzlemi içinde saat yönünün tersine kapalı yolu tarif etmektedir. Eşitlik 3 karmaşık ters entegral (complex inversion integral) olarak adlandırılır. Bu entegralin hesaplama zorluğu nedeniyle dönüşümün tersini bulma işleminde nadiren kullanılmaktadır. Bunun yerine diğer dönüşümler kullanılarak yapılan çizelgeler kullanılmaktadır.
Eşitlik 1 ve eşitlik 3 iki taraflı Z dönüşüm çifti olarak adlandırılmaktadır.  Şimdi eşitlik 1’i birçok uygulama da kullanabilecek Z dönüşümü formunda elde edebilmek için öncelikle eşitliği aşağıda ki gibi tanımlayabiliriz.
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Burada tanımlı f(n) fonksiyonunu n<0 iken sıfır olarak tanımlarsak eşitlik 4’teki ilk terim sıfır olur. Bu tanımlama sonrasında sonuç dönüşüm tek taraflı(unilateral) Z dönüşümü olarak adlandırılır ve aşağıdaki gibi kuvvet serisi(power series)ile verilebilir.
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Burada 
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tek taraflı Z dönüşümünü belirtmektedir. Bu dönüşüm genellikle sadece Z dönüşümü olarak adlandırılır ve burada da bu şekilde kullanılacaktır. Ancak çözümün düzensizlikle sonuçlanması durumunda eşitlik 1 deki iki taraflı Z dönüşümünün kullanılması önerilmektedir.
Eşitlik 3 deki ters Z dönüşümü, çift ve tek taraflı Z dönüşümleri için aynı eşitliği sağlamaktadır. Bu nedenle eşitlik 3’e aynı zamanda tek taraflı Z dönüşümü olarak verilebilir yani denklemde Fb(z) yerine F(z) konabilir. Buna ek olarak tek taraflı Z dönüşümünün ters Z dönüşümü alınırsa f(n) fonksiyonunun tüm değerleri aynı şekilde geri elde edilebilir ve n<0 için f(n)=0 eşitliğini sağladığı görülebilir.
Eğer f(n) fonksiyonunun Z dönüşümü alınabiliyorsa eşitlik 5 kullanılarak F(z) fonksiyonu elde edilebilir. Karmaşık ters entegral (eşitlik 2) kullanılarak F(z) fonksiyonunun ters dönüşümünü hesaplarsak f(n) fonksiyonunu elde edebiliriz. Bu ilişkiyi aşağıdaki gibi gösterebiliriz.
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Şimdi Z dönüşümü ile ilgili iki önemli özellik kanıtlanacaktır. Bu inceleme sırasında tek taraflı Z dönüşümü kullanılmışsa da çift taraflı Z dönüşümü içinde geçerlidir. f(n)=[f1(n)+ f2(n)] fonksiyonunu iki fonksiyonun toplamı olarak ifade edelim. f(n) fonksiyonunun Z dönüşümü eşitlik 5 te verildiği gibi yerine konursa
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Olduğu görülebilir. Burada görüldüğü gibi iki fonksiyonun toplamının Z dönüşümü, fonksiyonların ayrı ayrı Z dönüşümünün toplamına eşittir. Ayrıca toplamdaki eleman sayısı artırıldığında da aynı sonuç elde edilebilir.

Z dönüşümü ile ilgili ikinci özelliği türetmek için ise a.f(n) gibi bir fonksiyonun Z dönüşümünü göz önünde bulunduralım. Burada a sabittir.
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Böylece fonksiyonun bir sabit ile çarpılıp Z dönüşümünün alınması ile fonksiyonun Z dönüşümünün alınıp sabit ile çarpılması birbirine eşittir. Yukarıda değinilen 7 ve 8 eşitliğini taşıyan dönüşümlere lineer dönüşüm adı verilebilir. Buradan yola çıkarak Z dönüşümünün de lineer dönüşüm olduğu söylenebilir. Bu iki özellik bazen aşağıdaki gibi tek çatı altında toplanabilir.
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Bu bölümde kısaca Z dönüşümü tanımlanmaya çalışılmış ve lineerlik özelliği kanıtlanmıştır.
ÖRNEKLER
Bu bölümde Z dönüşümü sistem analizi ile ilgili basit uygulamalar gösterilecektir. Öncelikle kuvvet serileri ve birim basamak fonksiyonunu tanıtalım.
Yakınsak güç serileri
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Şeklinde verilebilir. Bu özellik kullanılarak daha önce kullanılan Z dönüşüm serisi kapalı formda ifade edilebilir. Z dönüşümünü burada değinilen kapalı formda ifade etmek sonucu basitçe ifade edebilmek anlamında tercih edilmektedir.

Bunun yanı sıra birim basamak fonksiyonunu tanıtmak gerekirse 
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Şeklinde ifade edebiliriz ve ayrık birim basamak fonksiyonu aşağıdaki gibi çizilebilir.
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Şekil-1: Ayrık birim basamak fonksiyonu

Örnek-1: Birim Basamak Fonksiyonunun Z Dönüşümü
Birim basamak fonksiyonunun Z dönüşümü n0=0 için türetilecektir. Eşitlik 5 ve 11 kullanılarak 
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Elde edilebilir. Burada z-1 yerine a konursa ve eşitlik 10 daki seri yardımıyla yeniden ifade edilirse
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Yazılabilir ve böylece yukarıdaki gibi birim basamak fonksiyonunun Z dönüşüm çifti elde edilmiş olur. Bu eşitliği yeniden düzenleyerek pozitif z için aşağıdaki biçimde yazabiliriz.
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Örnek-2: Eksponansiyel Fonksiyonun Z Dönüşümü 
Şimdi ise f(n)=an gibi bir eksponansiyel fonksiyonun Z dönüşümünü çıkaralım. Eşitlik 5’te fonksiyonu yerine koyarsak
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Elde edilir. Bu seri eşitlik 10’daki seri biçimindedir ve
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dir. Böylece Z dönüşümünü aşağıdaki gibi ifade edebiliriz.
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Buradan Z dönüşüm çifti
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Olarak elde edilebilir. Burada açıkça görülmektedir ki eksponansiyel fonksiyonun Z dönüşümü birim basamak fonksiyonunun Z dönüşümüne yakın bir sonuç üretmektedir. Bunun nedeni tek taraflı Z dönüşümü kullanıldığında işlemler sırasında açıkça yazılmasa da birim basamak fonksiyonunun kullanılmış olmasıdır. 

Bu örnek dönüşüm çifti Matlab programı kullanılarak doğrulanabilir.

syms n a f

f=a^n;

Fz=ztrans(f)

Sayısal Filtreler Ve Örnek Çözüm 
Bu bölümde birinci dereceden fark denklemlerini çözmek için Z dönüşümünün kullanımı incelenecektir. Öncelikle Z dönüşümünün kayma özelliğini türetmek gerekmektedir. Gecikmiş fonksiyonun ( f(n-n0)u(n-n0),  n≥0 için ) Z dönüşümünü göz önünde bulundurursak
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Burada yine tek taraflı Z dönüşümü için bu eşitlik elde edilmiştir. Çift taraflı Z dönüşümü için ise ilerleyen bölümlerde elde edilecektir.
Şimdi α filtresi için fark denklemini verelim.
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Burada α bir sabittir. α sabitinin değeri filtrenin tasarım özellikleri tarafından tanımlanmaktadır. Buradaki eşitlik radar sinyal veri işleminde kullanılan alçak geçişli sayısal filtreyi tanımlamaktadır.
İlk olarak eşitlik 13 deki filtrenin Z dönüşümünü doğrusallık özelliğini(eşitlik 9) ve kayma özelliğini kullanarak (eşitlik 12) aşağıdaki gibi yazabiliriz.
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Burada Y(z) ve X(z) fonksiyonların Z dönüşümünü ifade etmektedir. Y(z) bu eşitlikten çözülürse
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Elde edilir. Buradaki oran sistem transfer fonksiyonu olarak adlandırılır ve H(z) olarak belirtilir.
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Bu sistem grafiksel olarak şekil-2 deki gibi tanımlanabilir.
[image: image34.png]X(z)
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Şekil-2: Filtrenin grafiksel olarak gösterimi

Şimdi α filtresinin birim basamak fonksiyonu cevabını bulalım. Giriş sinyali 
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 olarak daha önce elde edilmişti. Böylece α filtresinin çıkışı aşağıdaki eşitlikle verilebilir.
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Bu çıkış fonksiyonunun ters Z dönüşümü alınarak y(n) fonksiyonu elde edilebilir. Buradan sonraki işlemler kolaylık açısından α=0.1 olarak kabul edilerek yapılacaktır. Eşitlik 16
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Şeklinde yazılabilir. Kısmi kesir genişletmesi( Partial Fraction Expansion) kullanılarak k1 ve k2 elde edilebilir.
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Bu nedenle
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Şeklinde elde edilir. Buradan Y(z)
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Olarak elde edilebilir. Buradan daha önce kanıtladığımız eşitlikleri kullanarak y(n) fonksiyonu
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Olarak elde edilir. Buradaki sonuçlar Matlab programı kullanılarak test edilebilir. Matlab programında kısmi kesir genişletmesi kullanılarak doğrulanabilir.
n=[0.1 0];

d=[1 -1.9 0.9];

[r,p,k]=residue(n,d)

Sonuçlar:

r=1 -0.9
p=1 0.9

k=0

aynı şekilde ters Z dönüşümü de doğrulanabilmektedir.

syms Y z

Y=0.1*z/((z-0.9)*(z-1))

iztrans(Y)

FONKSİYONLARIN Z DÖNÜŞÜMLERİ
Öncelikle yaygın olarak kullanılan fonksiyonların Z dönüşümlerini inceleyelim. Öncelikle ayrık birim impuls fonksiyonunu tanımlayalım.

[image: image43.wmf]0

0

0

1,

()

0,

nn

nn

nn

d

=

ì

-=

í

¹

î

                                                                                               (17)

Birim impuls fonksiyonunun Z dönüşümü 
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için aşağıdaki gibi verilebilir.
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Böylece Z dönüşüm çifti verilebilir.
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Birim impuls fonksiyonunu kaymış durumundan n0=0 pozisyonunda
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Şeklinde elde edilebilir.

Eksponansiyel fonksiyonların Z dönüşümü de daha önce elde edilen eşitlikler göz önünde bulundurularak
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Şeklinde hatırlanabilir ve buradan dönüşüm çifti yazılabilir.
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Sinüsoidaller

Şimdi sinüsoidal fonksiyonları göz önünde bulunduralım. Euler bağıntısı yardımı ile kosinüs fonksiyonu
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Şeklinde verilir. Böylece
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Haline gelir. Eşitlik 9 daki doğrusallık özelliği ve 21 eşitliğinde 
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Şeklinde elde edilebilir. Aynı şekilde Eulerin sinüs fonksiyon tanımlaması ise
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Şeklinde verilir. Buradan sinüs fonksiyonunun Z dönüşümü
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Olarak elde edilebilir. Yukarıdaki eşitlikleri ayrıca eksponansiyel olarak değişen genlikli sinüsoidaller için kullanabiliriz. Çünkü
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‘dir ve böylece
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Elde edilebilir. Şimdi Z dönüşüm çiftlerini yazabiliriz.
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Yukarıdaki dönüşüm çiftlerinin ikisine bakıldığında görülmektedir ki sadece z değişkeni zea ile yer değiştirmiştir. Şimdi bu özelliği genel formda ifade edelim.
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Burada 
[image: image66.wmf]a
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 z değişkeninin zea ile yer değiştirdiğini göstermektedir. Bu eşitliği kullanarak sin(bn) için Z dönüşüm çiftleri yazılırsa 
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Olarak elde edilebilir.

Örnek:3 Birim Yokuş Fonksiyonunun Z Dönüşümü

Birim yokuş fonksiyonu f(n)=n’in z dönüşümü türetilmek istenirse
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Ve burada da aşağıdaki özellik kullanılırsa
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Ve a yerine z-1 yazılırsa
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Olarak elde edilir. Z dönüşüm çiftini de aşağıda ki gibi ifade edebiliriz.
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Şimdiye kadar elde ettiğimiz Z dönüşüm çiftlerini tablo halinde ifade edebiliriz. Bu tabloda YB Yakınsaklık bölgesini (region of convergence) tanımlamaktadır. Bu bilgi çift taraflı z dönüşümü için kullanılacak olması nedeniyle şimdiden tanıtılmıştır.
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Tablo-1: Bazı fonksiyonların Z dönüşümü
Z DÖNÜŞÜMÜNÜN ÖZELLİKLERİ
Buraya kadar Z dönüşümünün 3 özelliği gösterilmiştir. Bunlardan ilki doğrusallık özelliğidir.
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İkincisi ise kayma özelliğidir
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Üçüncü ve sonuncusu ise frekans ölçekleme özelliği olarak tanımlanmaktadır.
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Şimdi ise Z dönüşümünün özelliklerini inceleyelim.

Kayma (Real Shifting) Özelliği
Kısaca kayma özelliği zamanda bir gecikme anlamına gelmektedir. Kayma işlemi f(n) ayrık zaman fonksiyonu üzerinde gösterilmiştir(şekil-3.a). Bu fonksiyon yardımı ile zamanda kaymış birkaç fonksiyonu inceleyelim. Şeki-3.b’de ise fonksiyonun birim basamak fonksiyonu ile çarpılmış hali görünmektedir. Bu durum tek taraflı Z dönüşümü esnasında kullandığımız durumdur. Ancak biz ifade sırasında genellikle birim impuls fonksiyonunu ihmal ediyoruz. Şekil-3.c,d,e,f de yine aynı şekilde kayma ile ilgili fonksiyonlar verilmiştir. Şekil-3.e real shifting özelliğini belirtmektedir. Biz ise burada şekil-3.f deki kaymış fonksiyonu göz önünde bulunduracağız. Bu fonksiyonda görüldüğü gibi buradaki kayma zamanda ilerleme olarak görünmektedir. Bu fonksiyonun Z dönüşümü eşitlik5 yardımıyla
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Elde edilir. Burada ki seriyi zn0z-n0 ile çarparsak
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Olur. Son toplam işlemi f(n) fonksiyonunun Z dönüşümünün bir bölümünü ifade etmektedir. Bu dönüşümü tamamlamak için
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ekleyip çıkarırsak
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                                                                   (23)
olur. Bu eşitlik zamanda ilerleme için gerçek kayma özelliğini ifade etmektedir.
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Şekil -3: Kaymış Fonksiyonlar
Zaman Ölçekleme

Öncelikle f(m) fonksiyonunun Z dönüşümünü göz önünde bulundurursak ve uygunluk için ayrık zaman fonksiyonunu m ile ifade edersek
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Şeklinde yazabiliriz. f(m) fonksiyonu örnek olarak şekil-4.a’da çizilmiştir. Zaman ölçekleme dönüşümünü m=n/k (n=mk) şeklinde ifade edebiliriz. Burada k pozitif bir tam sayıdır.
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