GİRİŞ

Bu çalışma Elektrik ve Elektromanyetik verilerin ters çözümü isimli ders kapsamında yapılmıştır. Çalışmanın amacı ders sırasında öğrenilen ters çözüm yöntemlerinin örnek bir problem üzerine uygulanmasıdır. Bu çalışmada problem olarak 1-b doğru akım özdirenç verilerinin ters çözümü üzerinde durulmuştur. Çalışmada öncelikle kullanılan düz çözüm yöntemi, daha sonra kullanılan ters çözüm yöntemlerine kısaca değinilmiştir. Çalışmanın sonuçları yapay veri kullanılarak açıklanmıştır.
DOĞRU AKIM ÖZDİRENÇ YÖNTEMİ

Jeofizik yöntemlerde üç farklı model tanımı bulunmaktadır. Bunlardan en yalını, tekdüze ve izotrop katmanlardan oluşan bir boyutlu (1-B) modeldir ve x ve y yönünde sabit z yönünde değişen özdirenç dağılımını tanımlar (Şekil-1). Bu çalışmada doğru akım özdirenç yönteminde 1-B düz ve ters çözüm işlemleri anlatılacaktır. 
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                             Şekil-1. 1-B iletkenlik modeli            

Düşey elektrik Sondajı (DES)

Düşey elektrik sondajı (DES) yöntemi yer altı katmanlarının derinlik ve özdirençlerinin 1-B kabul altında bulunması ilkesine dayalı bir yöntemdir. Özellikle yeraltı suyu aramalarında sık kullanılan bir yöntemdir. Yöntemde genellikle iki noktadan elektrik alan uygulanır ve diğer iki nokta arasından potansiyel fark ölçülür (Şekil-2). DES uygulamalarının çoğunda, daha az işçilik gerektirmesi ve yanal yöndeki sığ özdirenç değişimlerinden diğer elektrot açılımlarına göre daha az etkilenmesi nedeniyle genellikle Schlumberger elektrot dizilimi yaygın olarak kullanılır.


A                                                           M                                N                                            B

Şekil-1 Arazide ölçü sistemi (A-B akım elektrotları ve M-N gerilim elektrotları)

DÜZ ÇÖZÜM 

Ters çözümde amaç, araziden elde edilen görünür özdirenç eğrisine, kuramsal görünür özdirenç eğrisini çakıştırmak ve yer altı modelinin özdirenç dağılımını elde etmektir. Bu amaçla katman parametrelerine erişmek için çok sayıda kuramsal parametre hesabı yapılmalıdır. Bu hesaplama işlemi düz çözüm bağıntıları yardımıyla yapılmaktadır.
Düşey elektrik sondajının amacı, yer altı katmanlarının gerçek özdirenç ve kalınlıklarını bulmaktır. Bu nedenle her elektrot açılımı için kuramsal görünür özdirenç bağıntılarının elde edilmesi gereklidir.

Gerilim doğru akım durumunda Laplace denklemini sağlar. 


[image: image54.png]


                                                                                                          
bu denklem silindirik koordinatlarda yazıldığında;
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bağıntısı elde edilir. Potansiyel düşey eksene göre simetrik olduğundan 
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 değişmez. Bu nedenle 
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halini alır. Bu kısmi diferansiyel denkleminin çözümü için özel çözümler aranır. Denkleminin çözümü sıfırıncı mertebeden  birinci cins Bessel fonksiyonu ile elde edilebilir ve özel çözüm aşağıda verilen slichter çekirdek fonksiyonu ile ifade edilir.
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bağıntısı elde edilir. 
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 sınır koşullarından çözülebilen fonksiyonlardır. 
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 ise uzaklığın tersidir.Tekdüze ve izotrop katmanlardan oluşan 1-B bir yer modelinde son katmanın kalınlığı sonsuz olmak üzere, katman kalınlıkları t ve katmanların özdirenci ρ ile gösterilir ise yeryüzeyinde ölçülecek kuramsal görünür özdirenç değerleri Schlumberger dizilimi için
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bağıntısı ile verilir. Bu denklemde s; iki akım elektrotu arasındaki uzaklığın yarısına (AB/2) eşittir. T(
[image: image13.wmf]l

) ise dönüşük özdirenç olarak adlandırılır ve Pekeris yineleme bağıntısı ile hesaplanır. Pekeris (1940) yineleme bağıntısı sayısal değerlendirme için en uygun bağıntıdır. Temelin üstüne yeni bir katman eklenmesi ile yürütülür. Pekeris yineleme bağıntısı;
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elde edilir. Böylece katman parametrelerin bilinmesi halinde Slichter çekirdek fonksiyonu sayısal olarak hesaplanabilir. Bu bağıntıda temele ait dönüşük özdirenç, temelin özdirencine eşitlenir:
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Temel katmanın üzerine eklenen her bir katman için yineleme bağıntısı 
[image: image16.wmf]l

 nın her bir değeri için tekrarlanır ve bu işleme üst katman düzlemine yükseltme denir. Katman özdirenç ve kalınlıkları bilinmekte ise bu modele karşılık gelen yeryüzeyindeki dönüşük özdirenç fonksiyonunun kuramsal değeri i=1 olduğunda hesaplanmış olur.
Kuramsal verinin hesabı, verilen parametreler için dönüşük özdirenç fonksiyonunun sayısal değerlerinden doğrusal süzgeç uygulanması ile görünür özdirenç eğrisinin sayısal değerlerinin bulunmasını kapsar ve süzgeç katsayılarının bilinmesi gerekir.  Schlumberger dizilimi için kuramsal görünür özdirenç değerlerinin hesabında kullanılan denklem değişken dönüşümleri kullanılarak
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şeklinde ifade edilebilir. h(x) süzgeç katsayıları belirtmek üzere istenilen dizilim için süzgeç katsayıları bir kez hesaplanır ise istenilen bir modele karşılık gelen kuramsal görünür özdirenç değerleri hesaplanabilmektedir. 
KISMİ TÜREVLER DİZEYİNİN HESAPLANMASI
Kısmi türevler dizeyinin herhangi bir sütunu sırası ile her yatay eksen değerine bir parametreye göre kuramsal fonksiyonun kısmi türevlerini kapsar. Düz çözümün parametreye göre türevlerini içeren dizey
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şeklinde verilir. Doğada kayaçların özdirençleri çok büyük bir aralıkta değişir. Bu nedenle, katmanların özdirençlerindeki değişimlerin etkisi, görünür özdirenç eğrisi üzerinde doğrusal bir değişim olarak gözlenmez. Örneğin bir katmanın özdirencinin 1 ohm-m den 10 ohm-m yükselmesi ile 100 ohm-m den 1000 ohm-m ye yükselmesi görünür özdirenç eğrisi üzerinde aynı etkiyi yaratır. Bu nedenle ters çözüm işlemi katmanların özdirençlerinin logaritmaları alınarak gerçekleşir. Benzer olarak sığ derinliklerdeki katmanların kalınlıklarının çözümü daha kolaydır. DES yönteminin duyarlılığı derinlik ile üstel olarak azalır. Bu nedenle parametreleştirme işleminde katman kalınlıklarının logaritmaları kullanılır. Böylece hem özdirençlerin hemde kalınlıkların logaritmaları, çözümü istenen parametreleri oluşturur. Diğer bir deyişle parametre uzayı logaritmiktir. Parametrelerin logaritik uzayda çözümü fiziksel olarak olanaksız olan negatif özdirenç ve kalınlık değerlerinin elde edilmesini önler. Böylece kısmi türevler dizeyide logaritmik uzayda elde edilmesi gerekliliğide görülmektedir ve özdirenç parametresine göre türevler
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şeklinde verilir. Katman kalınlıklarına göre türevlerde
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şeklinde elde edilir. Burada i veri sayısı ve j parametre sayısını tanımlamaktadır. Buradaki denklemlere bakıldığında denklemlerin son bölümünde özdirenç ve kalınlıklara göre türevler yer almaktadır. Türev değerlerinin hesabı için bu çalışmada perturbasyon yöntemi kullanılmıştır. Yani parametre değerleri yüzde 1 oranında artırıp azaltılarak düz çözüm değerleri hesaplanmış ve sayısal türev alma işlemi ile kısmi türevler değeri hesaplanmıştır.
TERS ÇÖZÜM
Ters çözüm problemleri veri ile parametre arasındaki ilişkiye bağlı olarak iki şekilde tanımlanmaktadır. Bu tanımlama veri ve parametre arasındaki ilişkinin bir dizey denklemi ile ifade edilip edilememesine bakılarak yapılır. Bu ilişki bir dizey denklemi ile ifade edilebiliyorsa problem doğrusaldır denir. Doğrusal problemlerde parametreler ölçülen veriden basit dizey işlemleri ile hesaplanabilmektedir. Doğrusal olmayan problemlerde ise bu ilişki dizey denklemleri ile ifade edilemez. Bu nedenle parametreleri hesaplamak için model yanıtını birçok kez hesaplamak zorunda kalırız. 

Bir ters çözüm probleminin sonucu parametreler için tam bir çözüm üretmekte ise (uniquness) ve çözüm durağansa (stable), matematik problem iyi durumludur (well-posed). Ancak, yerbilimlerinde bu tür problemler çok rastlanılır değildir . Yani burada işlenecek olan DAÖ yönteminde de ters çözüm problemi jeofizik yöntemlerin çoğunda olduğu gibi  doğrusal değildir ve kötü durumludur (ill-posed). Bu nedenle problemin çözümü için yinelemeli yöntemler kullanılmıştır. Bunun yanı sıra problem doğrusallaştırılarak çözülmüştür. Yani model bağıntısı, bir ön-kestirim modeli için hesaplanan model cevabı için Taylor serisine açılarak, ikinci ve daha yüksek dereceden türev içeren terimler ihmal edilir. Elde edilen doğrusallaştırılmış ters çözüm problemi çözülür. Çözüm sonucu, yeni ön-kestirim modeli olarak alınır ve aynı işlem tekrarlanır.

Yukarıda da değinildiği gibi jeofizik problemlerin çoğu kötü durumludur.  Hadamart (1923), kötü durumlu problemlerin sayısal çözümünü ele almamış ve kötü durumluluğun yanlış fiziksel gösterimden kaynaklandığını savunmuştur. Ancak jeofizik problemlerinin kötü durumlu olmalarına rağmen çözüm üretebilmesi bu görüşü desteklememektedir. Kötü-durumlu problemler fiziksel ve matematiksel olarak anlamlıdır ve çözülebilirler (Tarantola 1987). Bu çalışmada genel olarak kullanılan çözüm yöntemleri aşağıda özetlenmiş ve kullanılmıştır.

GAUSS NEWTON YÖNTEMİ
Ters çözüm probleminin çözümü genel olarak ölçülen veri ile kuramsal veriyi çakıştırmak olarak tanımlanır. Ancak jeofizik biliminde çözmeye çalıştığımız problemlerin doğrusal olmaması, kötü durumlu olması ve arazide ölçülen verinin her zaman bir gürültü içeriğinin olması nedeniyle ölçülen ve kuramsal verinin tam olarak çakışması istenmez. Bu nedenle veri bir hata kriteri altında çözülür. Ölçülen ve kuramsal değerler arasındaki çakışma için bir ölçüt, değişkenin her değerinde ölçülen ve kuramsal değerlerinin farklarının mutlak değerinin herhangi bir dereceden kuvvetini hesaplamak ve bunları toplamak ile elde edilebilir (Başokur,2002). Bu fonksiyonu yanılgı enerjisi olarak adlandırıp;
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şeklinde yazabiliriz. Burada k tam sayısının çözüm sırasında sabit olması istenir. Çünkü sabit bir k değeri için çakışma ölçütü sadece parametre değerlerine bağımlı ve dolayısı ile sadece parametrelerin bir fonksiyonu olacaktır (Başokur,2002). Denklemde görüldüğü gibi yanılgı enerjisi, düz çözüm sonucu elde edilecek parametreler gerçeğe ne kadar yakın ise o kadar küçük olacaktır. Yani parametreleri çözme işlemi yanılgı enerjisini en küçükleyen parametreleri bulma işlemine indirgenmiş olacaktır. Bu işlemin gerçekleştirilmesi zor ve zahmetli bir iştir ve işlemlerin bilgisayar ile yapılması daha kolay olacaktır. Bu amaç için denklemin dizeyler ile tanımlanması gerekir. Denklemdeki değişkenleri;
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şeklinde yazabiliriz ve ölçülen veri ile kuramsal veri arasındaki farklar;
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dizeyi ile tanımlanabilir. Bu tanımlamada parametreler bilinmediği için kuramsal veri hesaplanamaz. Dolayısı ile çözüm üretmek mümkün olmamaktadır. Çözümsüzlüğü gidermek için parametrelere bir ön kestirim değeri atanır ve bu değerlerin gerçek parametre değerlerine yakın olduğu varsayımı ile düz çözüm fonksiyonu Taylor serisine açılırsa;
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denklemi elde edilir. Burada amaç ön kestirim parametrelerinden hesaplanacak kuramsal veriden, gerçek parametrelere ait kuramsal veriye bir yaklaşım sağlanmasıdır (Başokur,2002). (4) denkleminde ikinci ve daha yüksek dereceden terimler ihmal edilirse ve denklem dizeyler ile ifade edilirse denklem;
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şeklinde yazılabilir. Burada;
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ifade etmektedir. Bu denklemde, 
[image: image29.wmf]d
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ölçülen ve kuramsal veriler arasındaki farkı içeren sütun dizey, 
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model parametreleri ile ön kestirim parametreleri arasındaki farkları içeren ve bilinmeyen parametreleri değiştirim (düzeltme) vektörü ve A ise "Jacobian" veya duyarlılık olarak isimlendirilen ve verinin ön kestirim parametrelerine göre kısmi türevlerini içeren (NxM) boyutlu dizeydir. A dizeyi, parametrelerin değişiminden her bir verinin ne oranda etkilendiğini verir ve
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şeklinde ifade edilir. e dizeyinin devriği alınıp bir satır dizey elde edilirse ilk denklem
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haline gelir. Bu tür problemlerin çözümünde kullanılan genel yöntem denklemin, 
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' ye göre türevini sıfıra eşitlemektir.
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Denklem (8) sadeleştirmeler ve  
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’nin yalnız bırakılması ile 
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şeklinde elde edilir. Bu çözüm Gauss-Newton yöntemi olarak adlandırılır.

NEWTON YÖNTEMİ

Newton yöntemi Gauss newton yöntemine benzer olarak elde edilir. Hata enerjisi teriminde 2. dereceden türev içeren terimlerinde çözüme dahil edilmesi ile newton çözümü aynı şekilde elde edilebilir. 2. dereceden türev içeren terimlerin dahil edilmesinden sonra 
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' ye göre türevini sıfıra eşitleyerek


[image: image38.wmf](

)

1

TT

p=AA+QAd

-

DD

                                                                                                    

elde edilir. Bu çözüm Newton yöntemi olarak adlandırılır. Burada Q terimi
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şeklinde verilir ve ikinci dereceden türev içeren terimleri içerir.
EN DİK İNİŞ YÖNTEMİ

Bu yöntem sadece eğim bilgisinden yararlanır. Ön kestirim değerlerine karşılık gelen hata enerjisi konturu üzerindeki bir noktadan başlayarak, yanılgı enerjisi haritsında kontura dik yönde eğim aşağı gidilir ise yanılgı enerjisi daha küçük olan bir kontura erişilir. Böylelikle, çözüm yönünde bir adım atılmış olur. Bu adımın atılması ile parametrelerde oluşan değişiklik, hata enerjisi değerinin parametrelere göre gradyeni ile orantılıdır. Eğrisellik bilgisini kapsayan Hessian dizeyinin katkısını yok etmek için μ sabiti ile çarpılmış birim dizey yerleştirilirse parametre düzeltme dizeyi
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şeklinde elde edilir. Burada μ sabiti Tarantola (1987) tarafından izleyen bağıntı ile verilmiştir.
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En dik iniş yönteminde minimuma erişilmesi garantilenmiştir ancak yöntemin hızı adım büyüklüğüne bağlıdır. Yöntem minimuma inmeyi garantilemesine rağmen, yanılgı enerjisi haritasında dar bir vadi boyunca ilerlemek gerektiğinde zig-zag çizerek ilerlemesi nedeniyle aşırı sayıda yinelemeye neden olmaktadır.
EŞLENİK GRADYEN YÖNTEMİ
Bu yöntemde parametre düzeltme yöneyinin doğrultusu bir önceki yinelemedeki doğrultuya Hessian dizeyi uzayında dikgen olacak şekilde seçilir. Yineleme işlemi izleyen bağıntı ile yürütülür:
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Burada  
[image: image43.wmf]F

 ardışık adımlar arasında dikgen olma koşulunu sağlayan arama doğrultusu yöneyidir.  Burada μ sabiti adım büyüklüğüdür ve en-dik iniş yönteminde olduğu gibi arama doğrultusundaki en yakın minimuma erişimi sağlamayı amaçlar.  
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Ardışık iki yinelemeye ait eğim bilgisi kullanılarak herhangi bir yinelemeye ait arama doğrultusu
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şeklinde verilen bir yöneydir. Bu yöneyin bir başlangıç değeri tanımlı olmadığından ilk yineleme en dik iniş yöntemi ile yapılır. Bu çalışmada α katsayısı aşağıda verilen Fletcher-Reeves bağıntısı ile hesaplanmıştır.
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Burada r yineleme sayısını göstermektedir.

SÖNÜMLÜ EN-KÜÇÜK KARELER YÖNTEMİ
Gauss Newton yöntemi hızlı yakınsayan bir yöntem olmakla birlikte ön-kestirim değerleri çözüm parametrelerine yakın değil yada yanılgı enerjisi konturları karmaşıksa tersi alınmak istenen dizeyin bazı özdeğerleri çok küçük olabilir ve dizeyin terslenmesi sırasında yeterli sayısal doğruluk elde edilemez. Bu nedenle parametre düzeltme yöneyinin bu özdeğerlere karşılık gelen elemanları çok büyür. Tersi alınacak dizeyin köşegenlerine ε gibi bir gerçel sabit eklenmesi ve bu sabitin değerinin yineleme işlemi sırasında özdeğerlerin küçük değerler almasını engelleyecek şekilde değiştirilmesi ile bu sorunun üstesinden gelinebilir. Böylece parametre düzeltme yöneyi
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şeklinde elde edilir. 

Bu bölüme kadar bu çalışmada kullanılan ters çözüm yöntemleri özetlenmiştir. Bu bölümden sonra geliştirilen ters çözüm algoritmasının sonuçları özetlenmiştir.

MODEL ÇALIŞMASI
Bu çalışmada geliştirilen programın test edilmesi amacıyla üç tabakalı yer elektrik modeli tasarlanmış ve yapay veri olarak yazılan algoritmaları test etmek için kullanılmıştır. Model sırasıyla 100 ohm-m özdirençli 5 m kalınlığında, 1 ohm-m özdirençli 15 m kalınlığında ve 10 ohm-m özdirençli üç tabaka kullanılarak tasarlanmıştır. Tasarlanan model ve modele ait sondaj eğrisi Şekil.3 de verilmiştir. 
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Şekil.3 Üç tabakalı yer elektrik modeli ve modele ait sondaj ölçüsü

Çalışma sırasında yukarıda anlatılan modelin ters çözüm sonuçları tablo.1 de verilmiştir. Tabloda kullanılan yöntemler sonucu elde edilen ters çözüm modellerinin özdirenç ve kalınlık parametreleri verilmiştir. Bunun yanında tüm çözüm yöntemleri hata ve yineleme sayısı açısından karşılaştırılmıştır. Ters çözüm yöntemlerinin ölçülen ve kuramsal veri çakışmaları ve model sonuçları Şekil.4'de newton yöntemi, Şekil.5 de Gauss- Newton yöntemi, Şekil.6 da En-dik iniş yöntemi, Şekil.7 de Eşlenik Gradyen yöntemi ve Şekil.8 de Sönümlü En-küçük Kareler yöntemi için verilmiştir. Çalışma sırasında yazılan ters çözüm algoritmalarının anlamlı sonuçlar ürettiği ve amacına ulaştığı görülmektedir.

Tablo.1. Yer elektrik modelinin farklı yöntemlerle çözümü sonuçları
	
	ρ1
	ρ2
	ρ3
	t1
	t2
	Hata
	Yineleme Sayısı

	Model
	100
	1
	10
	5
	15
	
	

	Ön Kestirim
	90
	3
	 7
	4
	30
	0.80692
	

	Newton 
	100.0104
	1.0056
	10.0009
	4.9988
	15.0884
	8.1471e-007 
	8

	Gauss Newton
	100.0016
	 1.0022
	9.9989
	4.9998
	15.0304
	6.4249e-007
	4

	En-dik iniş
	101.0513
	1.4561
	10.1322
	4.8770
	22.6691
	0.013205
	100

	Eşlenik Gradyen


	100.3498


	1.1769
	10.0378
	4.9586
	17.8502
	0.001182
	100

	SEKK
	100.0078
	1.0046
	10.0004
	 4.9990
	15.0716
	5.6622e-007
	24
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Şekil.4 Newton yöntemi ters çözüm sonucu elde edilen model ve çakışma
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Şekil.5 Gauss-Newton yöntemi ters çözüm sonucu elde edilen model ve çakışma
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Şekil.6 En-dik iniş yöntemi ters çözüm sonucu elde edilen model ve çakışma
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Şekil.7 Eşlenik Gradyen yöntemi ters çözüm sonucu elde edilen model ve çakışma
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Şekil.8 Sönümlü En-küçük Kareler yöntemi ters çözüm sonucu elde edilen model ve çakışma


Sonuçlar

Çalışma sırasında 1-b yerelektrik modelinin ters çözümü için Matlab programlama dili kullanılarak ters çözüm algoritmaları yazılmıştır. Yazılan programların çalışabilirliği denenmiştir. Sunum sırasında farklı model uygulamaları kullanılarak tartışılacktır.
I
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