IST 417 Lineer Modeller — 6. Hafta
Karesel Formlarin Dagilimlarina Giris

Tamm 1: y, R" de rastgele bir vektér olmak iizere, y nin beklenen degeri ve varyans-

kovaryans matrisi sirasiyla

E(y,)

n=EQ)= E(?IZ)

E(yn)
Var(y:)  Cov(ynyz) ... Cov(yi,¥n)
Var(y) = E((y - )y — ') = Covo;z.yl) Vars(yz) Cov(}:z,yn)
Cov(yn,y1) Cov(yn,yz2) .. Var(yn)

olarak tanimlanir.
Tamm 2: Merkezi ve merkezi olmayan Kki-kare dagilimlari sirasiyla asagidaki gibi tanimlanir.

1. y nx1 boyutlu rastgele vektorii 0 ortalama ve I varyans ile normal dagilima sahip ise
y'y
ifadesi n serbestlik derecesi ile merkezi ki-kare dagilimina sahiptir.
2. ynxl boyutlu rastgele vektorii u ortalama ve I varyansi ile normal dagilima sahip ise
y'y
ifadesi n serbestlik derecesi ve A = u'u merkezi olmama parametresi ile merkezi

olmayan ki-kare dagilimina sahiptir.

Teorem 1 (Cochran Teoremi): y nx1 boyutlu rastgele vektorii u ortalama ve | varyans ile

normal dagilima sahip ve
YAy, ¥ Azy, Y Ary
karesel formlarinimn toplami y’y olsun.

Bu durumda,
y'Aiy, i=1,..,k
karesel formlarinin
i.  rank(Aj) serbestlik derecesi ve A; = u'A;u merkezi olmama parametresi ile ki-kare

dagilima sahip ve

ii.  Bagimsiz olmalari



icin gerek ve yeter kosul

k

z rank(4;) =n

i=1
esitliginin saglanmasidir.

Teorem 2: y nx1 boyutlu u ortalama ve I varyans ile normal dagilima sahip rastgele bir

vektor, A; ve A, matrisleri nxn boyutlu simetrik ve idempotent matrisler olsun. Bu durumda,

i. y'A;y karesel formu rank(A;) serbestlik derecesi ve u'A;u merkezi olmama
parametresi ile merkezi olmayan ki-kare dagilimina sahiptir.
ii. y'A;y ve y'A,y karesel formlarinin bagimsiz olmalari igin gerek ve yeter kosul

A1A, = 0 olmasidir.
Ornek: y;, y,, ..., y,ortalamasi p varyansi o> olan kitleden rastgele bir 6rneklem olsun.

Yyl =Yy* —ny*+ny?=Y(y; —y)*+ny? () ifadesini karesel form cinsinden

yaziniz.
1 1 0
Y =uye o Yal J = .| ve I=|[: -~ ifolarak tammlanir. Buradan,
) 0o --- 1
1
V1
Y2 ' :
Lyi=yi +yi+ ot ym =y ool || =y y=yly
Yn

oldugu gortiiliir. Benzer sekilde,

V1
1 1 y| 1
y==Y y;==[1..11|"7| ==/
y nZyl —1 A =20
Yn

bulunur. Bu esitlik kullanilarak,
=2 oSS — (1-/)(1-/)_11--1 _1/ _ /(1)
nyt=nyy=n{_Jjy)\;JY —nJ’]]J’—n}’]}’—y n]y

bulunur.



Yukarida bulunan esitlikler yarimiyla,

= = ! ! 1 ! 1
Z(yi - )’ =Zyi2 —ny*=y'ly—y (#)y =y (1 —y)y
oldugu goriiliir. Buradan (*) ifadesi karesel formlar cinsinden
=y (1=3)y+ ()
yly=y T)y+y )y
seklinde yazilir.
Karesel formlardaki matrisler asagidaki 6zelliklere sahiptir.
. 1 1
= (=) + ()
i. I, (1 —%]) ve (%]) idempotenttir.
1 1
i (1=37) (G) =0
Not: Bu ii¢ 6zellikten dolay1 y;~Normal dagilima sahip ise

Lyi-y)? ny? .o - <
== ve LZ nin dagilimlar1 y? dir ve bagimsizdirlar.
g g

Ornek: y=[y: Y> y3]’ rastgele vektoriiniin ortalamasi ve varyans-kovaryans matrisi

2 310
u=|1 ve ¥ =11 4 2| olarak verilmistir.
6 0 2 2

a. z=2y, -3y, +y; = E(z) =?, Var(z) =?
b. ziz=y,+y,+v;5, z, =3y, +y,—2y; vez =z, z,|' = E(z)=?, Var(z) =?
a. z = 2y1—3y2 +y3
2
a=|-3

1

, z=ay

2
E(z)=E(@y)=dE(y)=a'u=1[2 —3 1] [1] =7
6

3 1 0112
Var(z) = Var(a'y) = a'Var(y)a=[2 —3 1] [1 4 2] [—3] =26

0 2 2111
1 3
o 10 [5G0} o=} [



o
E(z) = E(a1y) = ;E(y) = [1 1 1] [1 =9
6.

2
E(zy) = E(azy) = aE(y) = [3 1 = 2] 1] ==5

ZZ]_Zl ZZ1Z2
Cov®) =[5 577

3 1 0][1
2,2, = Cov(ayy) = a;Cov(y)a; = [1 1 1] [1 4 2”1] =15
0 2 2

310
2,2, = Cov(ajy,ayy) = ajCov(y)a, = [1 1 1] [1 4 2” ] =11
0 2 2

3 1 0
2,2, = Cov(azy) = ayCov(y)a, = [3 1 — 2] [1 4 2”1]_37
0 2 21l-2

15 11

= E(z) = [_95], Cov(z) = 11 37

Ornek:

y = [y1 ¥, y3] rastgele vektoriiniin ortalamasi p ve varyans kovaryans matrisi X agagida

verilmistir:
1 2 2 0 2 21
u=|11 2=12 2 3|ved=|1 2 3.
4 0 3 10 1 1 2

W = Ay ise EW)=? Cov(W) =?

2 2 1111] 8
1 2 3||1]=]|15
1 1 2114] 10

2 2 1112 2 0112 1 1
Cov(W) =Cov(Ay) =AXA' =1 2 3||2 2 31|12 2 1

EW)=AE(y) =

1 1 2110 3 1011 3 2
54 78 51
=178 144 93
51 93 60



Ornek: y = [y; y, ys]’ rastgele vektoriiniin ortalamasi p ve varyans kovaryans matrisi X

asagida verilmistir:

1 2 1 2
p=13 ve =01 1 -1
2 2 -1 3

z=y; —2y,+y;=[1 —2 1]y = a’y olarak tanimlanirsa z nin dagilimin1 bulunuz.

1
an=[1-2 1][3]=—3 ve

2
2 1 2 1
aa=[1-2 1]t 1 -1||-2|=13
2 -1 3 1

oldugundan z~N (—3,13) bulunur. Benzer sekilde,

Zy=Y1—= Y2t Y3

Z; = 3y, + y, — 2y3 olmak iizere,

Y1
_[Zy1_1 -1 1 _ C
z= [Zz] = [3 1 _2] kz = Ay ise z’nin dagilimini bulunuz.

1 )
e s | B

2 1 2171 3
AZA’=[§ _11 _12][1 1 —1”—1 1]: i‘i I;L
2 -1 3]l1 =2

0 —4

oldugundan z~N ([(2)] : [LL 17

]) bulunur.



