IST 417 Lineer Modeller — 10. Hafta
Coklu Lineer Regresyon Tahmini
Coklu lineer regresyon modeli
Yi = Bo+ Bixin + Baxip + o HPrxie + &, 1=12,..,n
olarak tanimlanir.
Not:
y; = Bo + B1x? + & & Bu model parametreye gore lineer
y; = By + eP1%i + ¢, > Bu model parametreye gore lineer degil.
Varsayimlar:
i. E(g)=0,i=12,..,nyadaE(y;) = Lo+ Pixi1 + Baxiz + - +LrXix
ii. Var(g) =02 i=12,..,nyadaVar(y,) =o?
iil. Cov(si,sj) =0, i #jyada Cov(yi,yj) =0
y; ler

y1 = Bo + B1x11 + BaX1z + - X1k + &1

Y2 = Bo + Bixz1 + Baxoy + - +PiXok + &

Yn = Bo + BiXn1 + BaXnz + - +BrXnk + &n
olarak yazilabilir.

Bu denklemler asagida gosterildigi gibi
y=XB+c¢

seklinde matris formatinda da yazilabilir. Burada,

Y1 1 x11 X120 X Bo €
Y2 1 x X X &
e i R F s MY ] IR
Yn 1 Xn1 Xn2 Xnk ﬁk &n

olarak tanimlanir.

Burada, rank(X)=k+1 dir. Yukarida verilen 3 varsayim asagida gosterildigi gibi 2

varsayim olarak da ifade edilebilir.



i. E(e)=0yadaE(y)=XB

ii. Cov(e) =0?lyadaCov(y) = a2l (ii. ve iii. varsayimlara denk)

1 0 g2 . 0
ocll=c%|: ~ i|=|: - ]| > Var(g) =02 ve Cov(e, &) = 0 anlamina
0 1 0 0.2

gelir.
B ve 6° nin Tahmini
p nin EKK Tahmin Edicisi:
B nin EKK tahmin edicisi
n n
& = Z()’i = Bo — Prxix — Poxiz — -+ —PrXin)?
i=1 i=1
ifadesinin B parametresine gore tiirevinin alinip 0 a esitlenmesi ile bulunur.
Teorem:
y=Xp+e

Modelinde X, (x+1) boyutunda bir matris ve rank(X)=k+1<n (tam rankli ise) f nin EKK

tahmin edicisi
p=XX)X'y
olarak bulunur.

ispat:

Yet =) i-xby =#¢=(y-XB) (v - XB)

4

=1

1l
=

X{ =[1 xi1 Xiz .- Xi ], bir bagka deyisle model matrisi X in i. satiridur.

ge=y'y—y'Xp—B'X'XB

0(&r8)

5 =0—2X'y +2X'Xp =0

2X'Xf = 2X'y - Normal denklemler
= = (X'X)"'X'y ( X tam rankli ve X’X non-singular)

Simdi § = (X'X)™'X'y esitligini kullanarak £ y1 bulalim.



[ 1 1 .. 1 1 x11 X123 X1k
X X . X 1 x X X
X'X = :11 ?1 ' 1:11 - :21 ?2 ?k
[ X1k X2k - Xnk 1 Xn1 Xn2 Xnk
o X Xin X Xiz > Xik ]
2
XXf XXXz . X XinXik
_ 2
- X Xi inzxik}
2
X Xix
Vi
1 1 1 Y1 Z
X'y = x%1 x:21 x?1 J’:z _ inﬂ’i
X1k Xk e Xnk VYn
_zxikyi_

Kolaylik olmast bakimindan bu 6rnegi k=1 (Basit Dogrusal Regresyon) modeli i¢in

¢ozelim.
k=1 i¢in

, no Xx ' XY 1 o Bo
XX=[in inz] Xy:[me] X= 1 xn] = ,31]

olur. Buradan,

(XIX)—l — 1 lez _in]

nExf-Cx)’ =Y x; n

2
3 = (X' X)Xy = 1 XX —in”Z}’i ]
p=Xx"Xy nExf-Ex)* |- Y x; n 11X xy;

1 [Z XX Cy) - Cx)E Xi}’i)]

TG’ L —Cx)Cy) +nExy
7 = Yxf Ey) = Ex)Exy) Txiny—nIXxyi  LX7 Y — LxyX
O T Ay - x| nix-mE | yxi-nE

= —-Qx)Xy) +nXxy; _ ny x;y; — n*xy _ XXy — nxy
I -Cw’ Nyl —miE | yaf—ni?

bulunur.



Asagidaki teoremlerde X matrisinin sabitlerden olusan ve tam rankli oldugu

varsayilmistir.
Teorem: E(y) = XB = f, 8 parametresinin yansiz bir tahmin edicisidir.
Ispat: E(8) = E((X'X)7'X'y) = X'X)7'X'E(y) = X'X)7'X'XB = B
dir. Dolayisiyla, B, B parametresinin yansiz bir tahmin edicisidir.
Teorem: Cov(y) = a1 ise Cov(B) = a?(X'X)™?
Ispat: Cov(B) = Cov((X'X)™1X'y) = (X'X)™1X'Cov(y)((X'X)~1X")’
= (X'X)" X' ((X'X)"1X")'6? = (X'X)"X'X(X'X) 16? = (X'X) o2

Ornek: Basit dogrusal regresyon modeli igin Var(ﬁ’o), Var(ﬁ’l) ve Cov(By, B1) y1

bulunuz.
Cov(B) = (X'X) o?

Bir onceki Ornekten

2
ryy-1 — 1 in _in]
X'X) nExi-Cx)’ |- Y x; n

olarak bulunmustu. Bu nedenle

Cov(B) = g | B T2

nExf-Ex)’ |- Y x; n

bulunur. Buradan

5\ _ Var(ﬁo) COU(BO'31)
COU(B)_COUl l ICOV(.BO:,B1 Var(ﬁl) l

olarak ifade edildiginden

a2 ve Cov(Bo, fy) = — D L. S ¥

52 5ye_ n
! Var(ﬁl)_nix?—@xo Ny (L))’

V‘"(ﬁ")_nz»c2 o)’

bulunur.



