IST 417 Lineer Modeller — 11. Hafta

Ornek: Bir ¢alismada doniim basina elde edilen verim ile déniim basina kullanilan giibre

miktar1 arasindaki iliski arastiriliyor ve asagidaki tablodaki sonuglar elde ediliyor.

Doniim no  Giibre (kg) Verim(kg)

1 2 20
2 3 22
3 1 10
4 7 52
5 4 35
6 5 42
7 10 84
8 6 70

a. p=?
b. Donlim basina 12 kg giibre kullanildiginda elde edilen verimi tahmin ediniz.

a f=X&X)"1X"y ve

n XX XY
X'X = [ ], X'y = ] dir.
XX inz Y X XY

n=28, Yx; =38 Yx?=240, Yy, =335, Yxy = 2090

'y — [388 381 yry = [ 335

240 2090

X'x)"t = L[

_ 240 —38] _ [ 0.5042 —-0.0798
476

—38 8 1 1-0.0798 0.0168

Bo :[0.5042 ~0.0798 [335 _[2.125
£, = 1-0.0798 0.0168 8.379

20901
bulunur. Sonug olarak,
y =2.125+8.379x
elde edilir.

b. x=12 = §$=2.125+8.379(12) = 102.673 bulunur.



Ornek: Asagidaki tabloda sinava galisilan siire (Saat) ile sinavdan alian notlar

verilmistir.
Calisilan siire  Sinav sonucu
(X) (Y)
3 10
5 80
8 60
12 95
10 70
6 75
1 5
2 3
4 15
7 55
B =
B=XX)X"y
1 3 1 3
. ' 1 ... 1 [ ] 10 58 , 468
X = LX'X = R , X'y =
1 7 [3 7] 1 7 [58 448] [3656
1 — _
(X’X)‘1 _ 448 581 1 0.4014 0.0520

" 11161-58 10 ) [-0.0520 0.0090

olarak hesaplanir ve

Bo| _ [ 0.4014 ~00520)[ 468 _ [-2.2568
f,| ~ 1-0.0520 0.0090 113656] ~ | 8568

bulunur.
Teorem (Gauss-Markov Teoremi):

Eger E(y) = XB ve Cov(y) = 621 ise B;,j = 0,1, ..., k En Kiigiik Kareler tahmin
edicileri diger biitiin yansiz lineer tahmin ediciler arasinda en kiigiik varyanshdir. Bir

baska deyisle BLUE (best linear unbiased estimator) dir.
a2 nin tahmin edicisi:

Vi =Po+ Bixis + BoXiz + - Hfrxu + &, i=12,..,n
modelinin daha 6nce belirtildigi gibi

i. E(g)=0,i=12,..,n yadaE(y;) = o+ B1Xi1 + faXiz + - +LrXix



ii. Var(g) =02 i=12,..,nyadaVar(y;) = o?
iii. Cov(e,g) =0, i+ jyadaCov(y;,y;)=0

li¢ temel varsayimi vardir.

0 = E[y; —E(y)]?

olarak tanimlanir. i. varsayimi kullanarak
E(y) = Bo + Bixix + Baxiz + - +Pixue = X
oldugu goriiliir. Burada x; = [x;; Xj5 ... Xj] dir. Boylece
0% = E[y; - x{f]’

olarak da ifade edilir. 2 parametresini tahmin etmek i¢in

n
1
2 -~ L +'R12
s —n_k_lZl[yl xif]
1=

istatistigi kullanilir. Burada
n: 0rneklem ¢ap1
k: bagimsiz degiskenlerin sayisidir.

s2 matris ve vektorler cinsinden asagidaki gibi ifade edilir.

1 o/ 5 1 2 ?
= O KB O = XB) = g (X (- )

1 A A A .
=———= 'y~ y'Xp~ B'X'y + B'X'XB)

1 ’ Aryr Aryryp
=m(yy—2ﬁXy+ﬁXXﬁ)

1 ! Aryr Aryr ’ —1vy/
= ——7 Oy 28Xy + FXX(X'X) X'y )
— 1 ! 2"le "IXI _ 1 1 "IXI
=—— Oy -2 Xy+pXy) =—— 'y - FX'y)
_ SSE
T n—k-1

Burada,
SSE = (y — Xﬁ)’(y - X[?) =y'y—f'X'y dir.

Hatirlatma: FE(y'Ay) = tr(AY) + WAy, E(y) =



Teorem: E(y) = XB ve Cov(y) = d?I ise E(s?) = E (niE_l) = g2

yani, s? o2 nin yansiz bir tahmin edicisidir.

Ispat:

SSE=(y=XB) (v —XB)=y'y=B'X'y=y'y = (XX X'y)'X'y
=Yy -y XXX X'y =yl -XX' X)Xy

Karesel formlarin dagilimindan

ESSE) =tr{[I - X(X'X)"X"|o? 1} + E(y)[I — X(X'X)1X"|E(y)
=c?tr[I - XX'X)"X'1+B'X'[I - X(X'X)"1X'|XB
=c?n—tr[XX'X)"X'}+ B'X'XB — B'X'X(X'X)"1X'XPB
=o?{n—tr[X’XX'X)"N}+ B'X'XB — B'X'XB

X’X in boyutu (k+1)x(k+1) oldugundan
=¥ {n—tr[lgsp]} =0?(n—(k+ 1)) =0*(n—k —1)

= E(SSE) =0?’(n—k—1)

:>E( SSE )=02

n—-k—1

= E(s?) = o?



