IST 417 Lineer Modeller — 14. Hafta
Tahmin Edilebilirlik

Genel lineer model

Y=X(+¢
olarak gosterilmek iizere

X'XB =Xy
normal denklemler (normal equations) olarak adlandirilir. Burada, B, 8 parametresinin
tahmin edicisidir.

Not: X'X singular (tekil) = Normal denklemlerin sonsuz tane ¢oziimii vardir. Bu

durumda, S yerine B° ifadesi kullanilir ve normal denklemler
X'XB° =X'y
seklinde ifade edilir. Burada, £°, B nin tahmin edicisini degil normal denklemlerin

herhangi bir ¢oziimiinii ifade eder.
Ornek: Bir-yonlii deney tasarimi modeli icin
Yij = U+ a; + &, i =123, j =123

X'XB = X'y seklinde ifade edilen normal denklemlerin

9 3 3 311#° 81
3 3 0 0f]|a®| |21
3 0 3 0f]|ay’| |36
3 0 0 3llay 24

olarak verildigini varsayalim. X'X matrisinde 2., 3. ve 4. satirlarin (veya siitunlarin)
toplam1 1. satir1 (veya siitunu) verdiginden X'X matrisi singular (tekil) dir. Bu nedenle

normal denklemlerin sonsuz tane ¢éziimii vardir. Bu ¢oziimlerden 2 tanesi

Cozim 1 Coziim 2

B (B2%)

u° 0 8
a,° 7 -1
a,® 12
as’ 8

olarak verilsin.



O+a°+a%+as3? . . e e . RO
£ . 2 lineer fonksiyonlar ile ilgilendigimizi varsayalim.

Cozim1 Cozim 2

(%) (B2%)

1
E(alo + 6‘(20) 9.5 1.5
ul + a1’ + ay® + a3’ 9 11
3 3

llgilenilen lineer fonksiyonlar tahmin edilebilir olmadigi icin sonuglar birbirinden

farklidir.

Simdi asagida verilen lineer fonksiyonlari ve ¢oziim degerlerini inceleyelim.

Cozim 1 Coziim 2

(:89) (82°)

(a1? — a;°) -5 -5
1O+ ay° 12 12
1
w3 (1% + a3°) 9.5 9.5
1
(@ + @) - a° 15 15

llgilenilen lineer fonksiyonlar tahmin edilebilir oldugu igin biitiin sonuglar aynidir, bir

baska deyisle §;° ve B,° degismezdir (invariant).

Not: Bu fonksiyonlar tahmin edilebilir fonksiyonlarin tahmin edicisi olarak adlandirilir

(estimators of the estimable functions).

Ornek:
YVij= U +a; + &;j modelinde E()’u) =u+ al'E(yzj) =u+a,

= E(ylj - yzj) = u+ a; — 4 — a, oldugundan a; — a, tahmin edilebilirdir.



Ozellikler

1. Herhangi bir gézlemin beklenen degeri tahmin edilebilirdir. Ornek;
E(y1j) = u+ a; = p+ a; tahmin edilebilirdir.
2. Tahmin edilebilir fonksiyonlarin lineer kombinasyonlar1 da tahmin edilebilirdir.
3. A'B tahmin edilebilir = A’ = E(a'Y) = a’'E(Y) = a’Xp dir (baz1 a’ i¢in).
Buradan,
A'B=aXB = A = a'X oldugu goriilebilir.
4. A'B tahmin edilebilir ise ’B° , X'XB° = X'y olarak ifade edilen normal denklemlerin
herhangi bir ¢6ziimii 8¢ i¢in degismezdir.
5. A'B tahmin edilebilir fonksiyonunun BLU tahmin edicisi '8¢ dir. Bir baska deyisle,
Xp=2p°
dir.
A'B° nin Beklenen Deger ve Varyansi
E(XB°) = VE(B°) =2'B
V() = ((X'X)"X'y) =V(GX'y) = GX'V(y)XG' = GX'XG'c?
VB =2GX'XG'A6? = VGX'XG'X'ac? = 1'GX'ac? = V' GAo?
A'B igin %100(1-0) Giiven Arahg:

AN BO + Gta(N — VA GA
2

Ornek: y;; =pu+a; + Bz + ¢, i=1,..,a, j=1,..,n; ortak degiskenli bir-

yonlii deney tasarimi modeli olmak iizere,

a. Tasarim matrisi X in rankin1 bulunuz. Eger rank(X)=a ise hangi kosullar altinda bu
esitligin saglandigini gosteriniz.
b. Parametrelerin keyfi olarak segilen herhangi bir fonksiyonu
cu+diay + -+ dga, +
olarak verilmisse, bu fonksiyonun tahmin edilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter
kosulu belirleyiniz.
C. B,u+ay,pu+ a;+ plineer fonksiyonlarimin tahmin edilebilir olup olmadigim

gosteriniz.



Yii=u+a + Bz +&

Vin, = U+ a1+ BZiy, + E1p,

Yar = U+ g+ BZgy + Eqq

Yan, = U+ ag + ﬁzana + €an,

r V11 7 1 1 0 . 0 Z11 €11
y12 1 1 0 e O le _#_ 812
Y| (110 w0z, |5 |,
A L N A N N
Ya1 100 .. 1 zyul|, £a1
Ya2 1 0 0 .. 1 2z, _ﬁa_ a2
_yana_ _1 0 0 1 Zana_ _gana_

Siitun 2 den a+1 e kadar olan siitunlar lineer bagimsizdir. Dolayisiyla rank(X)>a dir. Tlk
stitun sonraki a stitunun toplamidir. Bu yiizden rank(X)=a veya a+1 dir. Eger, z{; = - =

Zin, L=1..aise z = (zq,, ...,Zana)’ 2 den a+1 e kadar olan siitunlarin lineer birlesimi

olarak ifade edilir. Bu durumda, rank(X)=a dir. Eger bu esitlik saglanmiyorsa

rank(X)=a+1 dir.

b. Eger rank(X)=a+1 ise
X matrisinin yokluk uzayi= X in siitun sayis1 — rank(X) =a+2-a-1=1
yani Xc=0 olacak sekilde 1 tane ¢ vektorii yazilabilir ve ¢ vektori
c=(1,-1,-1,..,—1,0)
olarak elde edilir.

A= (c,dy,..,dg f)" olmak lizere A’ nin tahmin edilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul A'c = 0 olmasidir.
1
-
[c dy ... dg f]{ : j =0 & c=){,d; gerek ve yeter kosuldur.

-1
0



C. B,u+ay,pu+a;+ P lineer fonksiyonlarinin tahmin edilebilir olup olmadigim

gosterelim

B:c=0,d =-=d,=0, f=1;gerek ve yeter kosul ¢=X%,d; yani 0=0
oldugundan tahmin edilebilirdir.

u+ag;:c=1 d, =1, d,=-=d,;=0, f=0;gerek ve yeter kosul ¢ =Y, d;

yani 1=1 oldugundan tahmin edilebilirdir.
u+ta,+p:c=1 d, =1, d,=--=d,=0, f =1;gerek ve yeter kosul

¢ = X%, d; yani 1=1 oldugundan tahmin edilebilirdir.



