4. HAFTA
ISI ILETIM DENKLEMI



GENEL ISI ILETIM DENKLEMI

Bir onceki bolumde tek boyutlu isi iletimi goz onune
alinmis ve diger boyutlarda isi iletiminin ihmal
edilebilecegi kabul edilmigtir.

Uygulamada karsilasilan ¢cogu 1si transfer problemine

tek boyutlu olarak yaklasilabilir; bu kitapta cogunlukla

bu tur problemlere deginilmektedir.

Ancak her zaman durum boyle degildir ve bazen diger
dogrultulardaki isi transferinin de goz onune alinmasi

gerexkir.

Bu durumlarda 1s1 transferi cok boyutlu 1s1 transferi
olarak adlandirilir. Bu bolumde kartezyen, silindirik ve
kuresel koordinat sistemlerinde ana diferansiyel
denklemler turetilmektedir.
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Kartezyen Koordinatlar

/ Rate of heat \ / Rate of heat |

Rate of heat

conduction at | — conduction generation
e v.andz at x + Ax, inside the
R y+ Ay.andz + Az element
or
"iEc]ement

':-.},1 + '.:’.1 + Q.z - QJ +4Ax T Qm + 4y ':-.); +az T Egtu. element — (2-36)

Ar

Noting that the volume of the element is Vyjapen = AxAvAz, the change in the
energy content of the element and the rate of heat generation within the ele-
ment can be expressed as

AE jemem = Er v ar — Ey=malT, 4 4, — T)) = pcAxAyAL(T, 4 4, — T))
Egcn. clement — égcn II"‘I:.‘,I.v:rn.v.:l:ut = Egcnﬁrﬁ?ﬁ:

Substituting into Eq. 2-36, we get

L, . . Toos— T,
Qr + Q_v + Q:, - {-.};. + A Qm + Ay {-.}:; + .'!n.z+ Egenﬁrﬁyﬁ: = ;Jtitﬁ?ﬁ: T
Dividing by AxAyAz gives
B 1 Q.r+.|1r - Qx _ 1 Q_v+ Ay T Q‘; . 1 ':-.}z +Az QE. 4o =
AvAz Ax AxAz Ay AxAy Az e
T -T
pe—t— (2-37)

/ Rate of change |
of the energy
content of
the element

Curetim AXAYAZ '/|Y \L .
. QX + AXx
Z Q\/ .
l‘\Ax
) \|>I‘/
X Q-
SEKIL 2-20
Bir prizmatik hacim elemandaki
ti¢ boyutlu 1s1 iletimi.
3
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(1) Steady-state: 0T  0*T = o*T N €gen

+ =+

(called the Poisson equation) x>  9y* 07’
(2) Transient, no heat generation: 0T N 0°T N °T 10T
(called the diffusion equation) oz 9y: 072 a ot
(3) Steady-state, no heat generation: 0°T N 0°T N T 0
(called the Laplace equation) x>  ay* a7z
%

Sicaklik yalniz bir

dogrultuda degistigi zaman,
U¢ boyutlu 1s1 1letim
denklemi tek boyutlu 1s1
Iletim denklemine
Indirgenir.
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Silindirik Koordinatlar

Bir noktanin kartezyen ve silindirik koordinat sistemlerindeki
koordinatlari arasinda:

X = rcos ¢, y = rsin ¢, and =12
1o, aT\ ,  1aT ([, aT [ oT ) ) aT
\RF_J 5 - K~ l‘f‘_,.J—i_{)wcn pe -
rar ar r2ad \\ oo d d: & at
Az
>dr
Q S W
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SEKIL 2-22
Silindirik koordinat sisteminde
bir diferansiyel hacim elemanai.
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Kuresel Koordinatlar

Bir noktanin Kartezyen ve kuresel koordinat sistemlerindeki
koordinatlari arasinda:

X = rcos ¢ sin 6, y = rsin ¢ sin 6, and 7 = cos 6

r2ar ar | r%sin’ 8 0d r? sin 6 99

D s

SEKIL 2—-23
Kiresel koordinatlarda bir
diferansiyel hacim elemana.
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SINIR VE BASLANGIC SARTLARI

Ortamdaki 1s1 akisinin ve sicaklik dagiliminin yuzeydeki sartlara bagli oldugu bilinmektedir ve
bir ortamdaki 1si transfer probleminin tanimi, ortami sinirlayan yuzeylerdeki 1sil sartlar tam

olarak tarif edilmeden tamamlanmaz.
Sinirlardaki isil sartlarin matematik ifadeleri sinir sartlari olarak adlandirilir.

Belirli bir anda
duvardaki herhangi
bir noktada sicaklik,
IS1 iletim isleminin
baslangicinda duvar
sartina baghdir.
Genellikle t =0
aninda tanimli boylesi
bir sart, ortamin

Diferansiyel denklem:
d*T

dx2 ~

Genel ¢oziim:
Tx)=Cix+C,

Gelisigiizel sabitler

Bazi ozel ¢oziimler:

Tx)=2x+5
Tx)=—x+ 12
Tx)=-3

T(x) =6.2x

baslangictaki sicaklik B
dagiliminin matematik SEKIL 2-25
ifadesidir ve
baslangi¢ sarti olarak
adlandirilir.

Tipik bir diferansiyel denklemin
genel ¢coziimu gelisigiizel sabit ve
dolayisiyla sonsuz sayida

¢ozium icermektedir.

Tx, v, z,0) = fix, v, 2)

&1 _

T
T '
dx~
denkleminin
bazi
ﬁ coziimleri
50°C ¢
\' 150(:

—— 7(0) = 50°C ve
0 I > TWL)=15°C
sartlar1 saglayan
tek ¢coziim

SEKIL 2-26

Bir 1s1 transferi problemini
butanuayle tanimlamak i¢in, 1s1
transferinin 6nemli oldugu her

bir dogrultuda iki sinir sart1
verilmelidir.

v

Bu dersteki tim yazili ve gérsel materyaller; Cengel, Y.A., Isi ve Kiitle Transferi Pratik Bir Yaklagim, Ceviri Editori

Vedat Tanyildizi, 3.Baski, Given Bilimsel kitabindan alinmistir.



Sinir Sartlari

 Tanimli Sicaklhk Sinir Sarti
 Tanimh Isi1 Akisi Sinir Sarti
 Tasinim Sinir Sarti
 Isinim Sinir Sarti

* Ara yuzey Sinir Sartlari

* Genellesmis Sinir Sartlari
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1 Tanimh Sicaklik Sinir Sarti

Bir acik yuzeyin sicakligi genellikle

dogrudan ve kolayca olgulebilir. o s
Bu yuzden, bir yuzeydeki i1sil sartlari 150°C T(x. 1) 70°C
tanimlamanin en kolay yollarindan biri
sicakligl tanimlamaktir. 0 +——>
Mesela, L kalinlikli bir duzlem duvarda fa
tek boyutlu isi iletimi icin tanimili T0. ) = 150°C
sicaklik sinir sartlari asagidaki gibi (L. ) = 70°C
yazilabilir:
SEKIL 2-27
70,1 =T, Bir diizlem duvarin her iki

yluzeyinde tanimli sicaklik

IL.1)=T,
sinir sartlari.

Burada T1 ve T2 sirasiylax=0ve x =L
yuzeylerinde belirtilen sicakliklardir.
Tanimli sicakliklar, surekli 1s1 iletim
durumundaki sekliyle sabit olabilirler
veya zamana gore degisebilirler.
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2 Tanimh Is1 Akisi Sinir Sartlari

Sinirlar dahil olmak Uzere ortamin herhangi bir yerinde
pozitif x yonunde 1s1 akisi sOyle ifade edilebilir:

[s1 ‘ _
akisi lletim
ol Heat flux in the xrr o
s 00 N /m2 _ a0,
4 . 0x (]n'}xiliw X — Llirccli{_‘m) (W/m?) Go=-k ng -
[s1
fletim akisi
Ornek olarak, her iki tarafindaki AILD
yye dx
ortama 50 W/m2'lik 1s1 akisi . ‘
olan L kalinlikh bir dizlem duvar L
icin tanimli 1s1 akisi sinir sartlari: SEKIL 2-28
Bir diizlem duvarin her iki
aT(0. 1) aT(L. 1) yiizeyinde tanimli 1s1 akis
ke T 50 and —k P —350 sinir sartlari.
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Ozel Durum: Yalitimh Sinir

Yuzeyden iyi yalitilmig bir yuzey, tanimli 1si
akisi sifir olan bir ylzey olarak
modellenebilir. Bu durumda mukemmel
yalitiimis bir yizeyde (mesela, x = 0 ‘da)
sinir sartl boyle tanimlanabilir.

aT(0, 1) aT(0, 1)
k — = () or - =
ox ox

0

Yalitimli bir yuzeyde, sicakligin
yalitimli yuzeye dik dogrultudaki
yerel degiskene gore birinci turevi
(sicaklik gradyani) sifirdir.

> “«—
Yalitim T(x. 1) 60°C
0| ® I T
100, t
o _,
ox

I(L, 1) = 60°C

SEKIL 2-29
Yalitimh ve tanimli sicaklik

sinir gartlarina sahip
bir diizlem duvar.
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Diger Ozel Durum: Isil Simetri

Erki eden i1sil sartlardaki simetrinin bir sonucu
olarak, bazi 1s1 transfer problemileri isil
simetriye sahiptirler.
Mesela, havada dusey bicimde asili L kalinlikli
genis bir plakanin iki yuzeyi ayni isil sartlara
aciktir ve dolayisiyla plakanin bir yarisindaki
sicaklik dagilimi diger yarisindaki sicaklik
dagilimi ile ayni olur.
Yani bu plakadaki 1s1 transfer problemi, x = L/2
merkez duzlemine gore isil simetriye sahip
olur.
Bundan dolayi, orta duzlem yalitiimis yuzey
gibi gorulebilir; bu simetri duzlemindeki isil
sartlar:

oT(L/2, 1)

dx =0

Yalitim veya sifir 1s1 akisi sinir sartina
benzer.

e Orta diizlem
|
Sifir |
egim
L— Sicaklik
dagilimi
(orta
: diizleme
gore
; simetrik)
(e ® *—>
L L x
o
oT(L/2.1) _
=0
ox
SEKiL 2-30

Duzlem bir duvarin
merkez diuzleminde
1s1l simetri sinir gart.
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3 Tasinim Sinir Sarti

L kalinlikli bir dizlem duvarda x yoniinde tek

Heat conduction Heat convection
boyutlu 1sI transferi igin, her iki ylizeyde taginim at the surface ina | = | at the surface in

selected direction the same direction
sinir sartlar: '- S |
a7(0, 1) -
I P At It T dT(L. 1)
K—x = lTe = T(O. )] D Tt - T
X - -
Tasinim Iletim h Tasimim Iletim
2
-b o *
By [Tooy — TCO, D] = —k o"Taf;),t) =2 Ry [Ty — TCO.D) = —Kk Q—ng)c’i)
7 Iletim Tasmim PaeFom
1

T * T£1§ll’llm iletim
o]
IdT(L. 1t *
—k B o[ T(L. 1) — Ts] T

e | h,[T(O,t)—TOOI]=k—((9—2C’L)
0 ‘I'L > O 7. =
SEKIL 2-32 SEKIL 233
- . g Bir sinirda kabul edilen 1s1
“Duz.lem bir duvarin her iki transferi yonianan sinar sarta
ylzeyinde taginim sinir sarti. ifadesinde bir etkisi yoktur.
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4 lsinim Sinir Sarti

Bir ylzeydeki 1sinim sinir sarti

Heat conduction Radiation exchange
at the surface ina | =| at the surface in Y Hotin
selected direction ~the same direction
glo—[Tq‘:}vre, 1~ (0, t)4] = _ka_]‘(a_.c:;_t—)
L kalinlikh bir plakada x - £
v vre, cevre, 2
dogrultusunda tek boyutlu Isi e - B
o L etim [sinim
transferi igin her iki yuzeyde 1ginim g
sinir sarti: R LD oI 7L, 0 - TS, 2]
0 T‘[ 0. I) _ 0
—k =5 = £0[Th 1 = TO, 1) I L
o SEKIL 2-35
aT(L. 1) . . i
—k ——— = g,0[T(L, 1)* — T ] Diizlem bir duvarin her iki
ox B R yuzeyinde 1s1nim sinir sarti.
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5 Ara yuzey Sinir Sartlari Arayiizey

Bir ara yuzey sinir sartlari su esaslar Malzeme Malzeme
alinarak belirlenir: - :
Temas halindeki iki cisim, temas Ty(xo, 1) = Ty(xo, 1)
alaninda ayni sicakliga sahip
olmalidir,

Bir ara yuzey -ki bir yuzeydir-
herhangi bir enerji depolayamaz ve
dolayisiyla ara yuzeyin her iki
tarafindaki i1s1 akisi ayni olmalidir. IMyxo.t)  OTgln.1)

Ty(x, 1)

fletim {letim

x = X0’ da mukemmel temas halindeki i o s Je
A ve B cisimlerinin ara yiizeydeki sinir ] Txo L x
sartlari:

SEKIL 2-36

Ta(xp. 1) = Tp(xp, 1)
Miukemmel temas halinde iki

o o cismin ara vuzevindeki sinir sarti.
r}?-.__l{.lll..“-. lr} ) '[-.* Tﬁ‘{lll“-. Ir} y Y $

¥

A ox B ox
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6 Genellesmis Sinir Sartlari

Bir yuzey genellikle ayni anda tasinim, isinim ve
tanimli 1s1 akisi icerebillir.

Boyle durumlarda sinir sartlari yine asagida
ifade edildigi gibi bir yuzey enerji dengesi ile
elde edilir:

Heat transfer Heat transfer
to the surface | = | from the surface
in all modes in all modes

Bu dersteki tim yazili ve gérsel materyaller; Cengel, Y.A., Isi ve Kiitle Transferi Pratik Bir Yaklagim, Ceviri Editori
Vedat Tanyildizi, 3.Baski, Given Bilimsel kitabindan alinmistir.

16



SUREKLI TEK BOYUTLU ISI ILETIM

PROBLEMLERININ COZUMU

Bu bolumde Kartezyen, silindirik ve kuresel
geometrilerde, genis bir alani kapsayan isi iletim
problemleri ¢cozulmektedir.

Dikkat, -surekli tek boyutlu isi iletim problemleri
benzeri- adi diferansiyel denklemler ile
sonuclanan problemlerle sinirlidir. Ayrica isil
lletkenlik sabit kabul edilmektedir.

Isi iletim problemlerinin ¢ozum sureci soyle
ozetlenebilir:

» Uygulanabilir diferansiyel denklem en basit
bicimiyle elde edilip sinir sartlari belirlenerek
problemin formulasyonu yapilir.

« Diferansiyel denklemin genel ¢ozumu elde
edilir

» Sinir sartlari uygulanir ve genel cozumdeki
gelisiguzel sabitler bulunur.

[s1 transferi problemi

'

Matematik formiilasyon
(Diferansiyel denklem ve
sinir sartlari)

'

Diferansiyel denklemin genel ¢oziimii

'

Sinir gartlarmin uygulanmasi

'

Problemin ¢oziimi

SEKIL 2-39

Is1 transferi problemlerinin
¢Ozlimuni iceren temel adimlar.
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BIR KATIDA ISI URETIMI

Uygulamada karsilasilan birgok isi Kimyasal
, . . reaksiyonlar
transfer problemi, ortam iginde bazi enerji

bicimlerinin 1sil enerjiye donusumunu b
icerir.
Iclerinde sicaklik artisi oldugunu gosteren e

akit gubuklar

yakit cubuklar i

boylesi ortamlarda i¢ i1si uretimi oldugu
soylenir.
» Tellerle direncle i1sitma,

> Bir katida ekzotermik kimyasal Elektrik

reaksiyonlar, direng
> Nikleer enerjinin 1siya dontstigu bazi telleri
ISI uretimi ornekleridir. SEKIL 2-53

Mesela, dis yarigcapi rO ve uzunlugu L olan

bir elektrik telinde Isi Gretimi: Uygulamalarda katilar ierisinde
, 151 tiretimiyle sik olarak karsilasilir.
- Egen_.e]ectric B [2 R{J

éfre n -
- 1LJ')‘l\ﬁ;'u'e. ™ UEL

(W/m?)
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Is1 Uretiminin oldugu bir ortamda onemli

nicelikler, Ts yuzey sicakligl ve ortamda surekli T,
sartlarda meydana gelen maksimum sicaklik
Tmaks’ dir.

Q=Eﬁretim

Rate of Rate of Is1 iiretimi
heat transfer | = | energy generation
,\I'mm the smlid_ ,~ within the solid | B = 6 A
Q = €4y (W) QO =hA(T,—T,) (W) _
SEKIL 2-54
, Stirekli sartlarda kati
{’genv icerisinde tretilen 1s1n1in tamamia,
I, =T, + hA dis ytizeyden uzaklagsmalidar.
£ g

For a large plane wall of thickness 2L (A, = 24, and V = 2L A, ) with both
sides of the wall maintained at the same temperature 7, a long solid cvlinder
of radius r, (A, = 27r,L and V = 7772 L). and a solid sphere of radius r, (A, =
4712 and V = 3713), Eq. 2-66 reduces to

e oen L {"Jidk‘ﬂ Fo {:Jﬂcn Fa
T*..L“v‘l][l-de.‘.]' — Tx + — Tx + —
h : 3h

T‘-’. plane wall - Tx + 2N T\ sphere
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A, o —kem L= w2l - dT= =22
_Mrﬁ = CoenVs A =2mrL V.= 7rL swib) g T CeenlV 2
Integrating from r = 0 where 7(0) = T, to r = r, where T(r,) = T, yields

5 2 . 2 5
fgen’} o ‘?genL fgen" 0
‘ﬁﬂmax.cylmder - Tl) o Ts‘ = Ak "'ij;m plane wall — 2 ﬁTm;m sphere = 6k
Tcenter = 0= Ts + 'ﬁTmnx
T
Eiiretim =é i —’Too
Is1 tiretimi
i
1
1
:k“Si_rne:tl:i

SEKIL 2-55 TR

r yaricapindaki silindirik bir kabuk PEKIL 2-56

icerisindeki 1s1 iletimi, kabuk igeri- Uniform is1 Gretimli simetrik bir

sindetinctilen 1srvaesittir katida maksimum sicaklik silindirin

YA€ : merkezinde meydana gelir.
20
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DEGISKEN ISIL ILETKENLIK, k(T)

500
400 RGHH}L&
300 \\Baklr
\—-—\ Altin
200 Alliminyum
100 Volfram
~ Platin
%50 .
2 Demir
g
=~
s 20 Paslanmaz celik,
™ AISI 304
o
= 10 Alliminyum
oksit
5 \
Seramik
2
Erimis kuvars
1
100 300 500 1000 2000 4000
Sicaklik (K)
SEKIL 2-62

Bazi katilarin 1s1l iletkenliklerinin
sicaklikla degisimi.

Belirli bir sicaklik araliginda isi iletiminin
sicaklik ile degisimi buyuk oldugu zaman,
hatay! en az indirebilmek i¢in bu degisimini
dikkate almak gerekir.

Isil iletkenliginin sicakhga degisimi k(T)
bilindigi zaman, T1 ve T2 sicaklik araliginda
Is1 iletim katsayisinin ortalama degeri:

T,
k(T)dT
Lo
LT
- Tl - T: .,% [ TI
Qp];ln{' wall — A:L\'j__r A .'{_ — Z I, A{T}(:’IT
) ok g2 2mL (T
=2k == (T
Q cylinder avg ||]{f‘:f!‘] ) In( .F'_x,/"f'] ) I,
. I —T, 4mwrir, (11
gjhphcr{- = _lﬁ"l‘rn\';l"rl"r_‘- P = - — kK(TdT
2 1 2~ N
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lIgili sicaklik aralijinda bir malzemenin isil iletkenliginin

sicaklikla degisimi, dogrusal bir fonksiyonla:

k(T) = ko(1 + T)

B 1sil iletkenligin
sicaklik katsayisi

Bu durumda T1'den T2'ye kadar
sicaklik araliginda isil iletkenligin
ortalama degeri:

T,
[ ko(1 + BT)AT
JT

Y T, + T\
= ko| | + B=5—| = k(Tuyg)

Dikkat edilirse bu durumda ortalama isil
lletkenlik, ortalama sicakliktaki 1sil
letkenlik degerine esittir.

i

Diizlem duvar
k(T) = k(1 + BT)
p>0
T, it
I,
B<0
SEKiL 2-63
Surekli tek boyutlu 1s1

iletiminde sabit ve degisken 1sil
iletkenlik halleri i¢in diizlem bir
duvardaki sicaklik degisimi.
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