Lineer Denklem Sistemlerinin Matrislerle Gosterilmesi

aiX +biy+ciz=dg
ax+hy+coz=d2 (1)

asX + bay + c3z = ds

bi¢imindeki ii¢ bilinmeyenli {i¢ denklemli bir lineer denklem sistemi

a; by cq]|x dq
a; by cy||y|=|d;
a3 by cy ||z dj

seklinde gosterilebilir. Burada elde ettigimiz matrislerden

y by o
A= a2 b2 C2
azg bz c3

matrisine katsayilar matrisi ve sabitlerin de katsay1 matrisine dahil edilmesi ile elde edilen

a3 by ¢ | dg
AD=|a, by, ¢, |dy|(4)
ag by c3|d;

matrise arttirilmis matris denir.

X1 dq
X2 d, ;
X= ve D= olmak tzere
M M
| Xn | 1dy

AX=D

(5) seklinde yazmak miimkiindiir.



Lineer Denklem Sistemlerinin Coziim Yontemleri

Ters Matris Metodu

Yukarida elde edilen (5) nolu A.X = D matris denkligini alip, bilinmeyen olan X’i yalniz
birakmaya calisalim. Her iki taraf A™! ters matrisi ile carpildiginda

(A1A)X =ALD

olur. ALA =1, ve I.X =X olduklarindan (I birim matris olup, cebirdeki 1’in karsilig1, yani
carpmada etkisiz eleman)

X=A1D veya

Xy | (dy | [e]
X9 ey d2 _ €s
M M M

| Xp | d, | [en]

bulunur. Matrislerin esitliginden
X1=¢61, X2=€2, ... ,Xn=8©n
yazilarak, verilen lineer denklem sistemindeki X1,X2,...,Xn bilinmeyenleri ¢6ziilmiis olur.

Bu ¢dziim metodunda katsay1 matrisinin tersi, ya bilinmeli veya bulunmalidir. Ug veya daha
fazla mertebeden matrislerin terslerini bulmak fazla zaman aldigindan bu metodu sadece 2x 2
tipinden matrisler, bir baska deyisle 2 bilinmeyenli lineer denklem sistemlerinin ¢éziimiinde
kullanacagiz. Ciinkii 2x 2 tipindeki bir matrisin tersi i¢in standart bir bigim olarak biliyoruz
ki, |A|#0 olmak iizere,

e

gibi bir matrisin tersi olan matris;

A-l—i d -b
|A|]-c a

olarak alinabilir.



Cramer Metodu
Ug bilinmeyenli bir denklem sistemini inceleyelim.
a11X + axy + a13Z2 = C1
21X + axny +asz=C2
as1X + az2y + a3z =C3
yani
djp a2 a3 || X C1

dp; dpp adx|(|Y[=]|C2

d3p dgy dsz3z || Z C3

Boyle bir sistemin Cramer metoduna gore ¢oziimii :
x=Dx/D, y=Dy/D, z=Dz/D (D#0 olmak sarti ile)

kullanilarak bulunur.

Burada D katsayilar matrisinin determinantin1 Dx katsayr matrisindeki x katsayilar1 yerine ¢
vektoriinli koyarak elde edilen matrisin determinantini, Dy ayn1 sekilde y katsayilar1 yerine ¢
vektorii ve Dz, z katsayilar1 yerine ¢ vektorli konarak elde edilen matrisin determinantini
gosterir, yani ;

dj; 412 413 Ci a2 a3

D=layn axp ag Dx=|Cy ap apg

dz; a3 as3 C3 az 4as3
aj;; C a3 ajp a2 C
Dy=lap Cp ap3 Dz=lap azp C;
dg; C3 as3 dg; 4az; C3

Yine bilinmeyen sayis1 arttifinda determinanti bulmak gii¢lestigi i¢in, uygun metot secilerek
¢oziim bulunur. Yine hatirlatalim ki, bilgisayar s6z konusu oldugu durumlarda, bilinmeyen
sayis1 Onemli olmayip ¢Oziim manti1 bilgisayara verildiginde veya hazir programlarla
matrislerin carpimi ve tersi bulunabildiginde bize diisen sadece katsayr matrisini veya
arttirilmig matrisi elde edip, bilgisayar ortamina bilgileri aktarmaktadir.



Simdi su ana kadar verilen tanimlar1 ve en son denklem ¢oOzlimlerini i¢ine alan ¢6ziilmiis
problemlerle konular1 pekistirmeye ¢aligalim.
Ornek
3x+5y = 23
7x-2y =81 denklem sistemini ¢0ziiniiz.
Coziim :
Katsay1 matrisi

} bulunur.
3

3 5
As|S | olup. | =410, A'l=-1/41

AA x = A1 B denkliginden

_X_—A‘l 23
y] |81
(x] [2/41 5/417[23] [11
'y| |7/41 -3/41] (81| |-2

yani x=11 ve y=-1 olarak bulunur.

Ornek
3X-2y =7 denklem sistemini ¢oziiniiz.

5x+3y = -1

Coziim :

Cramer metodu ile ¢oziiliirse;
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3 7
Dy:‘5 J.‘:-38 ve y=Dy/D=-38/19=-2

olarak bulunur.

Ornek
X+y+2z2 =7

X-y-3z =-6  denklem sistemini Cramer metodu ile ¢oziiniiz.

2x+3y+z =4
Coziim :
1 1 2 7 1 2
Verilen sistemde [ID|=1 -1 -3=11 Dx=|-6 -1 -3=22
2 3 1 4 3 1
1 7 2 1 1 7
Dy=|1 -6 -3=-11 Dz=1 -1 -6/ =33
2 4 1 2 3 4

Buradanx =Dx/D =22/11=2 , y=Dy/D=-11/11=-1 ve z=Dz/D=33/11=3
bulunur.

Denk matrisler kullanilarak ¢oziim:

Lineer denklem sistemi kullanilarak katsayr matrisi ve arttirilmig matris elde edilir. Arttirilmis
matris kullanilarak elemanter satir iglemleri (bir satir1 reel bir say1 ile ¢arpip diger paralel
satira eklemek) uygulanarak elde edilen denk sistemler kullanilir ve sistem Oyle bir hale gelir
ki, mesela;

2 -1 2 3
0 3 -3 | -3 (1)
O 0 9 |-18

durumuna gelen arttirilmis matrisin ifadesi sudur:



2X1— X2 +2X3 =3
3X2 —3X3 = -3
Ox3 =-18
Buradan x3 = -2
3(x2) —3(-2) =-3 > x2=-3
2(x1) —(-3)+2(-2) =3 > x1=2
olarak bilinmeyen kolayca bulunur.

Bu metotta amac arttirilmis matrisi (1) nolu gibi bir matris haline doniistiirmek i¢in satir
islemlerini uygulamaktir. Arttirilmis matris ve satir islemlerini ti¢ islem olarak verebiliriz.

1. Herhangi iki satirin yeri degisebilir.
2. Herhangi bir satir K gibi sifirdan farkli bir sayi ile ¢arpilir.
3. K gibi bir say1 ile ¢arpilan satir diger satirin elemanlarina karsilikli eklenir.

Ornegin,

31+II ifadesi, birinci satir elemanlarinin 3 ile carpilip ikinci satirin karsilik gelen elemanlar
ile toplanacagini belirtir.

II— 1T ifadesi ise 2. Satir ile 3. Satir yer degisecektir demektir. Bunlari ¢oziilen
orneklerde tekrar hatirlatacagiz.

Ornek
-3x+y =4

-x+y =8 denklem sistemini ¢oziiniiz.

Coziim :
Denk matrisler kullanarak ¢oziimiin ne kadar kolay ve cabuk oldugunu goérelim. Arttirilmis
matris;

-3 1|4 1 1] 4
~1 1(8|3a+) |0 -2]-20

bu matriste

-2y =-20 ise y = 10 ve —3x+10 =4 den x = 2 oldugu kolayca bulunur.
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