
Lineer Denklem Sistemleri ·Için Kritik Noktalar ve
Kararl¬l¬k

Bu bölümde sabit katsay¬l¬, lineer, homogen8>>><>>>:
dx

dt
= a1x+ b1y

dy

dt
= a2x+ b2y

(1)

sistemi ele al¬nmaktad¬r. Burada a1; a2; b1; b2 katsay¬lar¬reel sabitlerdir.

(1) sisteminin (0; 0) kritik noktas¬na sahip oldu¼gu aç¬kt¬r.

Uyar¬1. Bu kesimde
a1b2 � a2b1 6= 0 (2)

oldu¼gu kabul edilecektir. (2) koşulu (0; 0) noktas¬n¬n tek kritik nokta olmas¬n¬
garanti eder.

Daha önce görüldü¼gü üzere (1) sisteminin karakteristik denklemi

m2 � (a1 + b2)m+ a1b2 � a2b1 = 0 (3)

d¬r ve karakteristik denklemin bir kökü m olmak üzere (1) sistemi�
x(t) = Aemt

y(t) = Bemt

şeklinde aşikar olmayan bir çözüme sahiptir.

m1 ve m2, (3) karakteristik denkleminin kökleri olsun. Buna göre (1) sis-
teminin (0; 0) kritik noktas¬n¬n yap¬s¬n¬n m1 ve m2 köklerinin yap¬s¬yla belir-
lenece¼gi görülecektir. Buna göre aşa¼g¬daki beş durum kaŗs¬m¬za ç¬kmaktad¬r:

TEMEL DURUMLAR

Durum 1. m1 ve m2 kökleri reel, farkl¬ve ayn¬i̧saretlidir.

Durum 2. m1 ve m2 kökleri reel, farkl¬ve z¬t i̧saretlidir.

Durum 3. m1 ve m2 kökleri eşlenik kompleks ancak s¬rf sanal de¼gildir.
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SINIRDAK·I DURUMLAR

Durum 4. m1 ve m2 kökleri reel ve eşittir.
Durum 5. m1 ve m2 kökleri s¬rf sanald¬r.

Teorem 1. (3) karakteristik denkleminin m1 ve m2 kökleri reel, farkl¬ve
ayn¬i̧saretli olsun. Bu durumda (0; 0) kritik noktas¬bir dü¼güm noktas¬d¬r.
Ayr¬ca m1;m2 < 0 ise kritik nokta asimptotik kararl¬, m1;m2 > 0 ise kritik
nokta karars¬zd¬r.

Örnek 1. 8>>><>>>:
dx

dt
= 2x

dy

dt
= 3y

(4)

sisteminin kritik noktas¬n¬n yap¬s¬n¬belirleyiniz.

Çözüm. Verilen sistemde aç¬k olarak a1b2 � a2b1 6= 0 olup (0; 0) tek kritik
noktad¬r. (4) sistemine ili̧skin karakteristik denklem

m2 � 5m+ 6 = 0

olup m1 = 2; m2 = 3 kökleri reel, birbirinden farkl¬ ve ayn¬ i̧saretlidir.
O halde Teorem 1 den (0; 0) kritik noktas¬bir dü¼güm noktas¬d¬r. Ayr¬ca
m1;m2 > 0 oldu¼gundan, karars¬z bir noktad¬r.

Teorem 2. (3) karakteristik denkleminin m1 ve m2 kökleri reel, farkl¬ve
z¬t i̧saretli olsun. Bu durumda (0; 0) kritik noktas¬bir semer noktas¬d¬r ve
karars¬zd¬r.

Örnek 2. 8>>><>>>:
dx

dt
= �3x+ 4y

dy

dt
= �2x+ 3y

(5)

sisteminin kritik noktas¬n¬n yap¬s¬n¬belirleyiniz.

Çözüm. Verilen sistemde aç¬k olarak a1b2 � a2b1 6= 0 olup (0; 0) tek kritik
noktad¬r. (5) sistemine ili̧skin karakteristik denklem

m2 � 1 = 0
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olup m1 = �1; m2 = 1 kökleri reel, birbirinden farkl¬ve z¬t i̧saretlidir. O
halde Teorem 2 den (0; 0) kritik noktas¬bir semer noktas¬olup karars¬zd¬r.

Teorem 3. (3) karakteristik denkleminin m1 ve m2 kökleri eşlenik kompleks
ancak s¬rf sanal de¼gil ise, bu durumda (0; 0) kritik noktas¬bir sarmal noktad¬r.
Ayr¬ca m1;m2 = a� ib olmak üzere a < 0 ise kritik nokta asimptotik kararl¬,
a > 0 ise kritik nokta karars¬zd¬r.

Örnek 3. 8>>><>>>:
dx

dt
= �x� 2y

dy

dt
= 4x� 5y

(6)

sisteminin kritik noktas¬n¬n yap¬s¬n¬belirleyiniz.

Çözüm. Verilen sistemde aç¬k olarak a1b2 � a2b1 6= 0 olup (0; 0) tek kritik
noktad¬r. (6) sistemine ili̧skin karakteristik denklem

m2 + 6m+ 13 = 0

d¬r. m1 = �3 + 2i; m2 = �3 � 2i kökleri kompleks olup s¬rf sanal de¼gildir.
O halde Teorem 3 den (0; 0) kritik noktas¬bir sarmal noktad¬r. Ayr¬ca a < 0
oldu¼gundan kritik nokta asimptotik kararl¬d¬r.
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