
Lyapunov Yöntemi ·Ile Kararl¬l¬k

Bir �ziksel sistemin toplam enerjisi belli bir kritik noktada bir yerel mini-
muma sahip ise, bu durumda kritik noktan¬n sezgisel olarak kararl¬oldu¼gu
anlaş¬l¬r. Bu düşünce daha kapsaml¬olarak kararl¬l¬k problemlerinin incelen-
mesinde etkili bir yöntemle Lyapunov taraf¬ndan geli̧stirilmi̧stir.8>>><>>>:

dx

dt
= F (x; y)

dy

dt
= G(x; y)

(1)

şeklinde bir otonom sistemi ele alal¬m. Bu bölümde (0; 0) noktas¬n¬n (1)
sistemin bir ayr¬k kritik noktas¬oldu¼gu kabul edilmektedir. Bilindi¼gi üzere bir
(x0; y0) kritik noktas¬daima orijine dönüştürülebilece¼ginden, bu varsay¬m¬n
genelli¼gi bozmayaca¼g¬aç¬kt¬r.

Uyar¬1. C = [x(t); y(t)]; (1) sisteminin bir yolu olsun. Bu yolu kapsayan
bir bölgede kendisi ve birinci basamaktan k¬smi türevleri sürekli olan bir
V (x; y) fonksiyonunu göz önüne alal¬m. Bir (x; y) noktas¬C yolu boyunca
hareket ediyor ise, bu durumda V (x; y); C boyunca t nin bir fonksiyonu
olarak düşünülebilir. Bu fonksiyon V (t) ile gösterilirse,
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@V

@y
G (2)

şeklinde olur.

Tan¬m 1. V (x; y) fonksiyonu orijini kapsayan bir bölgede sürekli ve birinci
basamaktan sürekli k¬smi türevlere sahip olsun. Ayr¬ca V (0; 0) = 0 olsun.
(x; y) 6= (0; 0) için V (x; y) > 0 ise, bu durumda V fonksiyonuna pozitif
de�nittir; (x; y) 6= (0; 0) için V (x; y) < 0 ise, bu durumda V fonksiyonuna
negatif de�nittir denir. Benzer olarak (x; y) 6= (0; 0) için V (x; y) � 0 ise, bu
durumda V fonksiyonuna pozitif yar¬de�nittir; (x; y) 6= (0; 0) için V (x; y) �
0 ise, bu durumda V fonksiyonuna negatif yar¬de�nittir denir.

Örnek 1. a ve b pozitif sabitler, m;n pozitif tamsay¬lar olmak üzere ax2m+
by2n şeklindeki fonksiyonlar pozitif de�nittir.
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Tan¬m 2. V (x; y) fonksiyonu pozitif de�nit ve
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G (3)

negatif yar¬de�nit özelli¼gine sahip ise, bu durumda V (x; y) fonksiyonuna (1)
sistemi için bir Lyapunov fonksiyonudur denir.

Uyar¬2. (2) formülü nedeniyle
@V

@x
F +

@V

@y
G fonksiyonunun negatif yar¬

de�nit olmas¬
dV

dt
� 0 olmas¬ demektir. Bu yüzden V fonksiyonu orijin

komşulu¼gunda (1) sisteminin yollar¬boyunca artmayan bir fonksiyondur.

Teorem 1. (1) sistemi için bir Lyapunov fonksiyonu mevcut ise, bu du-
rumda (0; 0) kritik noktas¬kararl¬d¬r. Ayr¬ca, bu fonksiyon (3) fonksiyonunun
negatif de�nit olma özelli¼gine sahip ise, bu durumda (0; 0) kritik noktas¬
asimptotik kararl¬d¬r.

Teorem 2. Aşa¼g¬daki özelliklere sahip bir V (x; y) fonksiyonu var ise, bu
durumda (1) sisteminin (0; 0) kritik noktas¬karars¬zd¬r:

(i) V (x; y) fonksiyonu orijini kapsayan bir bölgede sürekli ve birinci basamak-
tan sürekli k¬smi türevlere sahiptir.

(ii) V (0; 0) = 0:

(iii) (0; 0) merkezli her çember V (x; y) nin pozitif oldu¼gu en az bir nokta
kapsar.

(iv)
@V

@x
F +

@V

@y
G fonksiyonu pozitif de�nittir.

Örnek 2. 8>>><>>>:
dx

dt
= �2xy

dy

dt
= x2 � y3

(4)

sisteminin (0; 0) kritik noktas¬n¬n kararl¬l¬¼g¬n¬inceleyiniz.

Çözüm.
V (x; y) = x2 + 2y2
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fonksiyonunu göz önüne alal¬m. Aç¬k olarak görülmektedir ki V (x; y) sürekli
ve sürekli k¬smi türevlere sahip bir fonksiyondur. V (0; 0) = 0 d¬r. Ayr¬ca
V (x; y) pozitif de�nittir. Ayr¬ca,
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olup
@V

@x
F +

@V

@y
G fonksiyonu negatif yar¬de�nittir. Buna göre Teorem 1

den (4) sisteminin (0; 0) kritik noktas¬kararl¬d¬r.
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