Lyapunov Yoéntemi Ile Kararlilik

Bir fiziksel sistemin toplam enerjisi belli bir kritik noktada bir yerel mini-
muma sahip ise, bu durumda kritik noktanin sezgisel olarak kararl oldugu
anlagilir. Bu diisiince daha kapsaml olarak kararlilik problemlerinin incelen-
mesinde etkili bir yontemle Lyapunov tarafindan geligtirilmistir.
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seklinde bir otonom sistemi ele alalm. Bu béliimde (0,0) noktasimn (1)
sistemin bir ayrik kritik noktasi oldugu kabul edilmektedir. Bilindigi {izere bir
(x0,yo) kritik noktasi daima orijine doniistiiriilebileceginden, bu varsayimin
genelligi bozmayacagi aciktir.

Uyar1 1. C = [z(t),y(t)], (1) sisteminin bir yolu olsun. Bu yolu kapsayan
bir bolgede kendisi ve birinci basamaktan kismi tiirevleri siirekli olan bir
V(z,y) fonksiyonunu goz 6niine alalim. Bir (x,y) noktasi C' yolu boyunca
hareket ediyor ise, bu durumda V' (z,y), C boyunca ¢ nin bir fonksiyonu
olarak diigiiniilebilir. Bu fonksiyon V'(¢) ile gosterilirse,
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seklinde olur.

Tanim 1. V(z,y) fonksiyonu orijini kapsayan bir bolgede siirekli ve birinci
basamaktan siirekli kismi tiirevlere sahip olsun. Ayrica V(0,0) = 0 olsun.
(x,y) # (0,0) i¢in V(x,y) > 0 ise, bu durumda V fonksiyonuna pozitif
definittir; (z,y) # (0,0) igin V(z,y) < 0 ise, bu durumda V' fonksiyonuna
negatif definittir denir. Benzer olarak (z,y) # (0,0) i¢in V(x,y) > 0 ise, bu
durumda V' fonksiyonuna pozitif yar1 definittir; (x,y) # (0,0) i¢in V(z,y) <
0 ise, bu durumda V' fonksiyonuna negatif yar1 definittir denir.

Ornek 1. a ve b pozitif sabitler, m, n pozitif tamsayilar olmak tizere az?™ +
by*" seklindeki fonksiyonlar pozitif definittir.
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Tanim 2. V(z,y) fonksiyonu pozitif definit ve
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negatif yar1 definit 6zelligine sahip ise, bu durumda V' (z, y) fonksiyonuna (1)
sistemi i¢in bir Lyapunov fonksiyonudur denir.

Uyar1 2. (2) formiilii nedeniyle g—vF + (Z)—VG fonksiyonunun negatif yari
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definit olmasi s < 0 olmast demektir. Bu yiizden V' fonksiyonu orijin

komgulugunda (1) sisteminin yollar1 boyunca artmayan bir fonksiyondur.

Teorem 1. (1) sistemi igin bir Lyapunov fonksiyonu mevcut ise, bu du-
rumda (0, 0) kritik noktas: kararhdir. Ayrica, bu fonksiyon (3) fonksiyonunun
negatif definit olma ozelligine sahip ise, bu durumda (0,0) kritik noktasi
asimptotik kararhdir.

Teorem 2. Asgagidaki ozelliklere sahip bir V(z,y) fonksiyonu var ise, bu
durumda (1) sisteminin (0, 0) kritik noktas1 kararsizdir:

(1) V(x,y) fonksiyonu orijini kapsayan bir bolgede siirekli ve birinci basamak-
tan stirekli kismi tiirevlere sahiptir.

(i) V(0,0) = 0.
(73i) (0,0) merkezli her ¢cember V(z,y) nin pozitif oldugu en az bir nokta

kapsar.
(iv) Z—VF + g—vG fonksiyonu pozitif definittir.
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Ornek 2.
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sisteminin (0, 0) kritik noktasinin kararliligii inceleyiniz.

Coziim.
V(z,y) = 2 + 2¢°



fonksiyonunu goz oniine alahm. Agik olarak goriilmektedir ki V' (x, y) siirekli
ve siirekli kismi tiirevlere sahip bir fonksiyondur. V(0,0) = 0 dir. Ayrica
V(z,y) pozitif definittir. Ayrica,
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olup %F + 8_yG fonksiyonu negatif yar1 definittir. Buna gore Teorem 1

den (4) sisteminin (0, 0) kritik noktas: kararhdir.



