Fark Denklemleri

Temel Tanimlar

Tanim 1. Bir S C N say1 ciimlesi iizerinde tanimli olan bir y fonksiyonunun
degerlerini ve onun Ay, A2y, ... gibi bir ya da daha cok farklarini iceren bir
denkleme S ciimlesi tizerinde bir fark denklemi denir.

y fonksiyonu biitiin reel sayilar tizerinde taniml olmak iizere agagidaki den-
klemler birer fark denklemidir:

Ayp + 2y = 0, (1)
Ay + 30y, —yp = 1,
A%y — 2kAy —ype = k41,
(Aye)* +ye = 0.

Uyar: 1.
Ay = Yr+1 — Yk
oldugundan yukaridaki denklemler agagidaki sekilde de yazilabilir:
Ykr1+yr = 0, (2)
Ytz T Y1 — 3y = 1,
Yer2 — 20k + Dypy1 +2ky, = k+1,
(o1 — k)’ +ue = 0.

Tanim 2. Agagidaki formda yazilan bir fark denklemine S ciimlesi iizerinde
lineerdir denir:

Jo(B)Yrsn + f1(B)Yrsn1 + - + foc1(B) Yk + fu(B)ye = g(k), (3)

burada fo, f1, ..., fn_1, fn ve g fonksiyonlar1 S ciimlesindeki biitiin k& degerleri
icin tamimli olmak {izere sadece k nin fonksiyonlaridir.

Tanim 3. (3) denkleminde fo, fi, ..., fn_1, f» fonksiyonlar: sabit ise, bu du-
rumda (3) denklemine sabit katsayili lineer denklem denir.

Tanim 4. (3) denkleminde g(k) = 0 ise, bu durumda (3) denklemine lineer
homogen fark denklemi denir.



Tanmim 5. (3) formunda yazlan bir fark denkleminde fy ve f,, katsayilarinin
ikisi de S in herbir noktasinda sifirdan farkli ise, bu durumda (3) denklemine
n—yinci basamaktan lineer fark denklemidir denir.

Ornek 1. (3) deki denklemleri ele alalim.

1k denklem birinci basamaktan sabit katsayili lineer homogen bir fark den-
klemidir.

Ikinci denklem ikinci basamaktan sabit katsayili lineer homogen olmayan bir
fark denklemidir.

Uctincii denklem ikinci basamaktan degisken katsayili lineer homogen ol-
mayan bir fark denklemidir.

Son denklem birinci basamaktan lineer olmayan bir fark denklemidir.

Tanim 6. Bir y fonksiyonu bir S ciimlesi boyunca bir fark denklemini
sagliyorsa, bu durumda y fonksiyonuna fark denkleminin S ciimlesi iizerinde
bir ¢oziimiidiir denir.

Ornek 2.
y =28 k=0,1,2, ..

fonksiyonu birinci basamaktan sabit katsayili lineer homogen
Yk+1 _2yk :0, k‘:O,l,Q,... (4)

fark denkleminin bir ¢oziimiidiir. Belirtelim ki (4) denkleminin biitiin ¢oziim-
leri ¢ bir keyfi sabit olmak tizere

=28, k=0,1,2, ... (5)

formundadir. Gergekten (5) fonksiyonunun (4) denklemini sagladigi kolaylikla
gosterilebilir.

(5) fonksiyonuna (4) denkleminin genel ¢oziimii denir.
Teorem 1. Bir S ciimlesi iizerinde tanimli olan n—yinci basamaktan lineer

Jo(B)Yrsn + [1(B)Yrsn—1 + - + foc1(B)yrsr + fu(B)yr = g(k)

fark denklemi ve y nin ardigik n tane degerinden meydana gelen baslangig
deger probleminin S iizerinde tanimh bir tek ¢oziimii vardir.



