KONU 7: KLASIK OPTIMIiZASYON - |
Matematiksel Gosterimler
Tanim 1: (Oklid Uzayi)

Uzerinde bir i¢ carpim fonksiyonu tanimlanmis sonlu boyutlu vektdr uzayidir.

Tanim 2: (Norm)

E" Oklid uzay: verilsin. Burada, x=[x, X,..x,| ve y=[y,,..y,] vektsrleri tanimlansin. x

ve y vektorleri arasindaki uzakhk

Ix=y] =y =y2 ) + (% =3 ) ot (%, =1,

biciminde tanimlanir.

. 2 2 2
y =0 olmasi durumunda, x’ in normu ||x||:\/x1 +X5 +...+ x> olur.

Tanim 3: (i¢ Carpim)

X, y € E" olmak Gzere, x ve y vektorleri arasindaki i¢ carpim

n
x’y=Zx,y,
i=1
biciminde tanimlanir. Eger, i¢ carpim sifirise (X'y=0), x ve y vektorleri birbirine diktir.

NOT: (Cauchy-Schwartz Esitsizligi) |x'y| < [x| ||

Tanim 4: (Dogru)

E" Oklid uzayinda, S # @ kiimesi tanimlansin. x,, X, € E" olsun. Bu iki farkli noktadan gegen
dogru,

S={x:x=2x+(1-2)x, , —0<x<oo}

biciminde verilen S noktalar kiimesi olarak tanimlanir ya da S noktalar kiimesine, x; ve x,
den gecen dogru denir. Burada, 4 skalerdir. 0<A <1 igin, S, x; ve x,’ yi birlestiren dogru

parcasi adini alir.



Tanim 5: (Dighiikey Kiime)

X; ve x, noktalarini birlestiren dogru parcasi da S kiimesinin bir 6gesi ise, S kimesine

disbikey (konveks) kiime denir.

Disbiikey kiime Disbiikey olmayan kiime

Tanim 6: (Digbiikey Bilesim)

n
Xy, X5, ... , X, ayni kimenin farkli noktalari iken 4 >0,i=1,2,..,n ve Z/li =1 olmak lzere,
i=1

n
Xo =Xy + %+ + A X, =Z/1,x,.

i=1

biciminde elde edilen x,’ a, verilen noktalarin digbiikey bilesimi denir.

n
(1—/1)x1+/1x2 bicimindeki noktalar, 4, >0,i=1,2,...,n ve 2/1,:1 olacak bicimde, x, ve
i=1

x, noktalarinin digbiikey bilesimleridir. Burada, 4, =(1-1) ve 4, =4 dir.

Tanim 7: (Cok Boyutlu Diizlem)

E"™ de cok boyutlu diizlem,

S={x:cx=2z}

noktalar kiimesi olarak tanimlanir. Burada, ¢ =0 ve z sabittir.

Ornegin, S={(x.,%,,%;): X, +2%, —x; =4} €E° dr.

Tanim 8: (Kapali Yarim Uzay ve Acik Yarim Uzay)
Cok boyutlu diizlem E"’ i
S={x:c'x>z} ve S={x:c'x<z} biciminde iki kapali yarm uzaya ayirir. Kesin esitsizlik

durumunda, S’ ye agik yarim uzay denir.



Tanim 9: (Ug¢ Nokta)
S, E" uzayinda tanimli bir disbiikey kiime olsun. x;, x, €S, 21€[0,1] ve x=(1—1)x, + Ax,,
X=X, =X, ise, x €S, §’ nin bir u¢ noktasi adini alir.

{x :Ax=b, x ZO} bicimindeki ¢ok boyutlu kiime, sonlu sayida ug noktaya sahiptir.

Teorem: S={x:Ax=b, xZO} bos olmayan bir kiime olsun. Burada, A, ranki m olan mxn

boyutlu matris ve b, m boyutlu vektordiir. Bu Ozellige sahip S kimesinin en az bir ug
noktasi vardir.
Ozellik 1: Bir kiimenin farkli iki noktasinin disbiikey bilesimi olarak yazilamayan noktasi var

ise, bu noktaya u¢ nokta (kdse nokta) denir.
Ozellik 2: Eger, f(x)zc’x fonksiyonunun en iyi ¢6zimi var ise, bu nokta uygun ¢6zim

alaninin bir u¢ noktasidir. Amag fonksiyonu en iyi degerini birden fazla u¢ noktada aliyorsa,

bu noktalarin her disbiikey bilesimi de en iyi ¢ozimddr.

Tanim 10: (Digbiikey Fonksiyon)

S, E" de tanimli bos olmayan bir kiime olsun. f(x) fonksiyonu, S’ de disbikey bir
fonksiyon ise,

f(lxz+(1—Z)xl)S/If(xz)+(1—/1)f(x1)

biciminde tanimlanir. Burada, x,, x, €S ve A€[0,1] dir.

f(x) fonksiyonu, kesin disbikey bir fonksiyon ise,

F(Ax, +(1=2)% ) < Af(x,)+(1=2) f(x,)

biciminde tanimlanir.

Buna gore, —f(x) fonksiyonu, icbiikey (konkav) fonksiyon olacaktir.

Disbikey fonksiyonlarin toplami disbiikey bir fonksiyon, icblikey fonksiyonlarin toplami da
icblkey bir fonksiyon olur.
Dogrusal olmayan programlamada, ele alinan bir fonksiyonun disbikey veya icbikey

oldugunun belirlenebilmesi olduk¢a 6nemlidir.



Bir disblikey fonksiyonun grafiksel gosterimi, Sekil 7.1’ de verilmistir.

(
B=(/1X2 +(1-2)x,, £ (A%, +(1_’1)X1))
(

C=(Ax, +(1=A)x, AF (%) + (1= 2) f(x,))

x, (1-A)a+2x,  x olarak tanimhidr.

Sekil 7.1. Digbikey bir fonksiyonun grafiksel gdsterimi

Bir icblkey fonksiyonun grafiksel gosterimi ise, Sekil 7.2" deki gibi olacaktir.

y

Burada,

A =(x1,f(x1))
D:(Xz'f(xz))

C=(Ax +(1-2)x, (A6, +(1-2)x, )

v =1

B=(Ax, +(1-A)x;, Af(x,)+(1-2)f(x,))

olarak tanimhdir.

T t T > X

x, (1-A)x +2x, x,

Sekil 7.2. ichiikey bir fonksiyonun grafiksel gdsterimi

Sekil 7.3’ te, ne konveks ne de konkav bir fonksiyonun grafigi gortilmektedir.

\

Sekil 7.3. Ne disblikey ne de i¢blikey bir fonksiyonun grafiksel gdsterimi



Ornek 7.1: n boyutlu uzayda, cok boyutlu diizlemin bir disbiikey kiime oldugunu gésteriniz.
Coziim:

S={(xy, X, - X, ):dyX, +0yX, +...+d,x, =b} €E" olmak izere x, ve x, noktalarinin
digbiikey bilegimi x = Ax, +(1—-1)x; dir.

D'=[d, d,...d,] olmak tizere

D'x =D'(Ax, +(1-2)x,)
=D'Ax, +D'x; —D'Ax,
=AD'x, +(1-1)D'x,
=b(A+1-1)

D'x=b

bulunur.

Ornek 7.2: Bir yarim uzayin st tarafinda bulunan noktalarin olusturdugu kiimenin disbiikey
kiime oldugunu goésteriniz.
Coziim:
X, yarim uzay Uzerinde ise, D'x, =b
X, yarim uzayin st bélgesinde ise, D'x, > b
yazilabilir. Bu iki noktanin, (x; ve x, ) digbikey bilegimi
D'x=D'(Ax, +(1-2)x;) , 0<i<1

= AD'x, +(1-2)D'x,

W/ W/
>b =b

olacagindan, D'x > b dir.

Ornek 7.3: Bir dogrusal programlama probleminin (d.p.p.), tim uygun coziimlerinin
olusturdugu kiimenin disbiikey kiime oldugunu gosteriniz.

Coziim: x noktasi, x,, x,, ..., X, noktalarinin dogrusal bilesimi olarak,

X, + X, +. A X, =X

n
biciminde yazilir. Burada, 4, >0,i=1,2,...,.n ve Zl, =1 dir. Bu tanimlardan,
i=1



Ax = A(ﬂjxl+ﬂzx2+ AAX,)
+22Ax +...+4,Ax,
e ) "

=b =b =b

olup,

Ax=b(A + 4, +..+4,)

bulunur. le, =1 oldugundan, Ax=b dir.

i=1

Ornek 7.4: Disbiikey fonksiyonlarin toplaminin da disbiikey fonksiyon oldugunu gosteriniz.

Cozim: ScE™ bir disbiikey kiime ve f,.(x), i=1,2,...,m disbikey fonksiyonlar olsun.
m

G(x)=>_f(x) olarak alinsin.

i=1

£ (A% +(1-2)x) S Af (%) +(1-A) f(x) , 0<A<1

S (0 +(1- ) A £ () +(1-2) S £ (6) , xxes

G(Ax, +(1-2)x, ) <AG(x,)+(1-1)G(x,)

olup, G fonksiyonu disblikeydir.

Ornek 7.5: f(x)=x2 , X€R, fonksiyonunun disbiikey fonksiyon oldugunu gosteriniz.
Coziim:
f(x) fonksiyonu, f(/lxz+(1—/1)x1)S/If(xz)+(1—/1)f(xl) , 0< A <1biciminde

gosterilmeli.

(ﬂx2+(1—/1)x1) /1(x2)2 (1—/1)(x1)2
%% +24(1=2)x,x, +(1- 4
2% +24(1=2)xx, +(1- 4 ;-(1-2)x <0
—A(1=2)x5 +24(1-2)x,x, —A(1- /1)x1£O

—ﬂ(l—ﬂ)(x§—2x1x2+xf)£0

~A(1-2)(x,—x,)" <0

USs—— N/
>0 >0 >0

oldugundan, f(x):x2 fonksiyonu disbiikeydir.



