KONU 9: KLASIK OPTiMiZASYON - llI

Cok Degiskenli Disbiikey Fonksiyonlar ve Ozellikleri

X=[X, X,...x,] olmak tizere f(x), ScR" de taniml, siirekli ve ikinci tiirevleri alinabilen bir

fonksiyon olsun. f(x) fonksiyonunun, x;,i=1,2,...,n ye gbre kismi tlrevi

of (x) _im F (XX e X+ Py X)) = F (X0 X evs Xy X))

, i=1,2,...,n
ox;  h-0 h

biciminde tanimhdir. Buna gore gradyan vektori (Vf(x))

dir. f(x) fonksiyonunun Hessian matrisi (ikinci kismi tlirev matrisi)
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olur. Eger verilen bir noktada f(x)” in ikinci kismi tiirevleri var ve f(x) bu noktalarda siirekli

ise, Vi#j icin

0°f(x) _o°f(x)
OX;0X; - OX 0X;

L, 0,j=1,2,..,n

olup, H matrisi simetriktir.



Gok degiskenli bir f(x) fonksiyonunun konveksliginin ya da konkavliginin incelenmesinde H
matrisinin tanimlilik durumunun belirlenmesi gerekir.
e V xeS igin Hmatrisi pozitif yari tanimh = f(x) disblikey bir fonksiyondur
(V x €S icin H matrisi pozitif tanimli = f(x) kesin digbiikey bir fonksiyondur)
e V xeS igin H matrisi negatif yari tanimh = f(x) icblkey bir fonksiyondur

(V x €S icin H matrisi negatif tanimh = f(x) kesin i¢biikey bir fonksiyondur)

NOT 1: (Karesel Fonksiyon)

Eger, n degiskenli f(x) fonksiyonu f(x)=x'Ax=) > a,x.x; biciminde yazilabilirse, “ f(x)

i=1 j=1
fonksiyonu karesel formda tanimlanabilen bir fonksiyondur” denir. Burada, A=[aij], nxn
boyutlu, karesel ve simetrik bir matristir. A matrisi simetrik olmadiginda, [a,.j+aj,]/2

biciminde degistirilerek, simetrik bigime dontgturalir.

NOT 2: (Karesel Fonksiyonun Tiirleri)
e x#0 icin f(x)=x'Ax>0 ise, f(x) karesel fonksiyonuna pozitif tanimhidir denir. A
matrisi de pozitif tanimhdir.
e Bazi x#0 i¢in f(x)=x'Ax>0 ve bazi x#0 icin f(x)=x'Ax=0 ise, f(x) karesel
fonksiyonuna pozitif yari tanimlidir denir. A matrisi de pozitif yari tanimlidir.
e Bazi x#0 i¢in f(x)=x'Ax>0 ve bazi x#0 icin f(x)=x'Ax<0 ise, f(x) karesel

fonksiyonu tanimsizdir (belirsizdir) denir.

Buna gére, f(x) fonksiyonu icin tanimlanan H matrisinin veya f(x)=x"Ax karesel

fonksiyonu icin tanimlanan A matrisinin tanimlilik durumlari nasil belirlenmelidir?

H veya A, nxn boyutlu, karesel matrislerinin tanimliik durumunun incelenmesinde Asal

Minor hesaplarindan yararlanilir.



NOT 3: (Asal Minérler ve Karesel Bir Matrisin Tanimhilik Durumunun incelenmesi)

Bir nxn boyutlu, karesel matrisin k. asal minord, son (n-k) satirin ve (n-k) situnun matristen

cikariimasi ile elde edilen kxk boyutlu matrisin determinantidir.
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olmak tzere, bu matrisin asal minorleri
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Asal minorler elde edildikten sonra ortaya gikabilecek sonuglar asagidaki gibi tanimlanabilir:

i. A’ nin tiim asal mindrleri >0 = A matrisi pozitif tanimlidir.

(A;>0,A,>0,A;>0,...,A, >0 = A matrisi pozitif tanimlidir.)

ii. A’ nin tim asal minoérleri > 0 = A matrisi pozitif yari tanimhdir.

(A;=20,A,2>0,A;20,...,A, >0 = A matrisi pozitif yari tanimlidir.)

iii. A’ nin k. mertebe asal minéri (—1)k ile ayniisaretli = A matrisi negatif tanimhdir.

(A;<0,A,>0,A;<0,... =A matrisi negatif tanimhdir.)

iv. A’ nin k. mertebe asal minéri (—1)k ile ayni isaretli ya da sifir = A matrisi negatif

yari tanimhidir.

(A;<0,A,2>0,A;<0,... =A matrisi negatif yari tanimlidir.)

v. Bunlardan hig birine uymuyorsa belirsizlik durumu vardir.



Buna gore, bir f(x) fonksiyonunun ekstremum noktalarinin belirlenmesinde gerek ve yeter

kosullar:

Gerekli Kosullar:
Vf(x)=0 olacak bigimde x" vektdrii bulunur.
Yeterli Kosullar:

H(x*) pozitif tanimliise, X bir minimum noktadr.
H(x*) negatif tanimli ise, X bir maksimum noktadir.

H(x*) tanimsiz ise, X bir biikiim noktasidir.

NOT 4: Eger, f(x) fonksiyonu, f(x)=x'Ax biciminde karesel form olarak yazilabiliyorsa,

Hessian matrisini bulmadan A matrisinin tanimliik durumunun incelenmesi ile de

fonksiyonun minimum ya da maksimum ¢6zim degerlerinin olup olmadigina karar verilir.

Karesel bir f(x)=x'Ax fonksiyonu icin, H=2A dr.

Ornek 9.1: f(x)=f(x,,X,)=X{ +2x,x, +2x; biciminde tanimli fonksiyonun ekstremum

(minimum/maksimum) noktasini/noktalarini elde ederek, fonksiyonun tirlini belirleyiniz.
Coziim:
I.Yol:
Vi(x)=0

2x,+2x, | |0
2x,+4x, | |0

olup, X' =(0,0) degeri elde edilir. Hessian matrisi

H(x):B ﬂ

elde edilir. Burada, asal minér degerleri A, =2>0 ve A,=|H|=8-4=4>0 olup, H
matrisinin pozitif tanimli oldugu séylenir. Buna gore, verilen f(x) fonksiyonu pozitif tanimli

olup, X :(0,0) bir minimum ¢6zim vektoradir. f(x) disbikey bir fonksiyondur.



Il. Yol:

F(X)=F(X,%,) =X +2X,%, +2x,

= Xx'Ax
[ ] 1 1) x
=X X
1 2] x
1 . .
dir. A= 1 9 olup, asal mindrlerin hesaplanmasiyla (A;=1>0 ve

A, =|A|=2-1=1>0), A matrisinin de pozitif tanimli oldugu sdylenir. Buna gére, f(x)

fonksiyonu pozitif tanimli olup, disbiikey bir fonksiyondur. Dikkat edilirse, H=2A oldugu
aciktir.

Sekil 9.1 de f(x) fonksiyonunun yizey grafigi gdriilmektedir. Sekil 9.1’ den de

gorulecegi gibi, fonksiyon X :(0,0) noktasinda minimum degere ulasmaktadir.

/3
//7/,

1 s 2 1

Sekil 9.1 f(x)=x{ +2x,x, +2x; fonksiyonunun yiizeyi

Ornek 9.2: f(X)=x; +X; +2X; —X;X, —X,X; —X,X; fonksiyonunun tanimlilik durumunu
inceleyiniz.

Coziim:

VE(X)=[2x =X =X 26X, —X; 4x3—X, —x,]
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A, =2>0,A,=4-1=3>0,A,=|H|=6>0 olup, H matrisi pozitif tanimlidir. Buna gére,

f(x) digbiikey bir fonksiyondur.

Ornek 9.3: f(x)=f(x,,X,)=—x; —6x; —4x, +8x, +143 biciminde tanimli fonksiyonun

ekstremum (minimum/maksimum) noktasini/noktalarini elde ederek, fonksiyonun tirini

belirleyiniz.
Coziim:
=0
2x1 0 oy =
12x2+8 0 2/3

-2 0
H(x)= olup, A,=-2<0 ve A,=|H|=24>0 bulunur. Buna gére, H matrisi
0 -12 ! 2

negatif tanimhdir. f(x) fonksiyonu negatif tanimli olup, icbikey bir fonksiyondur.

* _2 *
X :{ } maksimum noktadir. Buradan, f(x ):149.6667 elde edilir. Sekil 9.2” de f(x)

2/3
fonksiyonunun vyizey grafigi ve Sekil 9.3° de f(x) fonksiyonunun kontur grafigi

gorulmektedir.
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Sekil 9.2 f(x) fonksiyonunun yiizey grafigi Sekil 9.3 f(x) fonksiyonunun kontur grafigi



