KONU 10: DOGRUSAL OLMAYAN DENKLEMLERIN ¢6zZUMU

Newton-Raphson Yontemi

Es anh dogrusal olmayan esitliklerin  ¢6zim kimesinin  bulunmasinda kullanilan
yontemlerden biri de Newton-Raphson (N-R) yontemidir. N-R yontemi, dogrusal olmayan

denklemlerin ve denklem sistemlerinin ¢dziim igin iteratif (yinelemeli) bir yaklagim sunar.

10.1 Tek Degiskenli Dogrusal Olmayan Denklemlerin Céziimii

Tek degiskenli bir f(x) fonksiyonu Sekil 10.1’ deki gibi tanimlansin. f(x)=0 denklemini
saglayan x degerinin elde edilmesi (kok degerinin bulunmasi) ile ilgilenilsin. f(x)=0
denkleminin koklerinden biri yaklasik bir deger olarak x, olsun. x, degeri, Sekil 10.1" de x;
ile belirtilmistir. x; noktasindan cizilen dikey cizginin egriyi kestigi noktadaki tegetinin, x -

eksenini kestigi nokta ( x;

.1 noktasi) kék noktasina daha yakindir. Buna gére amag, x; noktasi

biliniyorken, koke daha yakin olan x,,, noktasini elde etmek olmalidir.
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Sekil 10.1 Newton-Raphson formuiliinin geometrik agiklamasi

x,,, noktasi da, f(x) fonksiyonunun x, noktasindaki egiminden bulunacaktir. Burada,

tan 6= f'(x;)

dir. Buna gore,

tan Q:f'(x,):%:xm:x,—m (10.1)

elde edilir. Esitlik (10.1) ile tanimh yinelemeli nokta degeri x;,,, Taylor derisi kullanilarak da
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elde edilebilir.



NOT 1: Tek degiskenli bir f(x) fonksiyonunun x, civarindaki Taylor agilimi
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Buna gore, 1. dereceli Taylor agilimindan (2 ve sonraki dereceli tiirevler ihmal edilebilir)

F0)= Fx0) +(x-3)F (x5) =0

f(x%)
=X.— 10.2
0 f!(xo) ( )
elde edilir. Genel ifade,
Y f(x)
Xiv1 =X f’(X,-) (10.3)

biciminde tanimli olup, N-R yéntemi ile elde edilen denklemdir.

Newton-Raphson yonteminin hata analizi

Verilen f(x) fonksiyonunun gergel koklerinden birinin & oldugunu kabul edilsin. Bu koke
yaklasmakta kullanilan N-R formili ile gergek sonugtan ne kadar uzaklasildigi incelenmek
istenilsin. Burada, hata miktari h ile gosterilsin.

i. yinelemede yapilan hata miktari,

h=x,-¢&

olur. Buna gore, (i+1). adimda yapilan hata miktari,

b =Xa—¢

dir. Buradan,

i —h, :(Xi+1 _65)—("/‘ _f)zxm =X

elde edilir. Esitlik (10.3) ile tanimli genel ifade kullanilarak (i+1). adimda yapilan hata miktari

h :h'—M (10.4)

i+1 i f,(X,')

biciminde yazilabilir.



Newton-Raphson yakinsaklik kosulu

Eger, f(x) fonksiyonunun iki kékii var ise ve bu kékler birbirine ¢ok yakin ise, ortalama
deger teoremine gore bu iki kok arasinda, f’(;) =0 olacak bigcimde bir £ degeri vardir.
Esitlik (10.2) deki x degeri

f(%o)
f'(xo)

biciminde tanimlanirsa, N-R yontemi ile kék bulmak igin segilecek baslangic noktasinin

g(x)=x, -

yakinsaklik kosulu

f(XO)X f"(XO)
(FOo) |

<1 (10.5)

‘g'(xo )‘ =

olarak tanimlanir.

Newton-Raphson algoritmasi

Adim 1: f(x) fonksiyonu igin Esitlik (10.5) ile tanimli yakinsaklik kosulu dikkate alinarak bir

baslangi¢ noktasi belirlenir.
Adim 2: Gergel koke yaklasik bir deger, Esitlik (10.3) ile tanimli yaklasim formdali kullanilarak
elde edilir.

Adim 3: A, =|x,, —X]|<é& ise durulur. Son bulunan ¢8ziim, kabul edilen kiigiik bir &>0

sabitine gore, koke en yakin deger olarak kabul edilir.

10.1 Cok Degiskenli Dogrusal Olmayan Denklem Sisteminin Céziimii

Adim 1:

fi(%)
L(x)| |0

=

5.00] Lo

denklem sistemi belirlenir.



Adim 2: x, baslangi¢ noktasi, € >0 durdurma kosulu belirlenir.

Adim 3: Denklem sisteminin 1. tlirev matrisi (J) tanimlanir ve ilgili ¢6zim noktasi i¢in matrisin

tersi (/1) belirlenir.
Adim 4: Yeni ¢6zim degeri, x,,, =x, —[J]" f(x,) hesaplanir.
Adim 5:4, :|x,.+1 —x,| <€ ise, durulur. Son bulunan ¢6ziim verilen durdurma kosuluna gére

koke en yakin ¢6ziim olarak kabul edilir. Aksi halde, durdurma kosulu saglanincaya

kadar yinelemeli islemlere devam edilir.

Ornek 10.1: f(x)=x>+2x*+10x—20=0 esitligi ile taniml f(x) fonksiyonunun gergel
koékind N-R yéntemini kullanarak elde ediniz. Burada, x, =0 ve £=0.01 aliniz.

Coziim:

F(x0)=(0) =20

f'(x)=3x*+4x+10= f'(x,)=f'(0)=10

f(Xo) _ _(_20) _
f’(xo)_o 10 -

X1 =Xg—

A, =[x, —x,|=|2—0|=2> ¢ oldugundan, 2. yinelemeye gegilir.

A, =|x, —x,|=|1.46 —2|=0.54 > ¢ oldugundan, 3. yinelemeye gegilir.

f(xz)zf 1.46)=1.97
f'(x,)=f"(1.46)=22.23
(

f,—XZ) —146-22 _137
f'(x,) 22.23

A; =|x; —x,|=[1.37-1.46/|=0.09 > ¢ oldugundan, 4. yinelemeye gegilir.

X3 =X, —



f(x)=£(1.37)=0.0462
f(x,5)=f(137)=21.12

X .0462
x4=x3—M=1.37—00 ®2 _1 3678
21.12

f'(x)

A, =|x, —x;]=|1.3678 —1.37|=0.003 < & oldugundan durulur.

Buna gore, son yinelemede elde edilen x, =x =1.3678 en iyi ¢c6zim noktasidir.

f(x*):—0.0213;0 bulunur.

Ornek 10.2:

fi(x)=x{ —10x, +x; +8=0
f(x)=x.x; +x, —10x, +8=0

biciminde tanimh dogrusal olmayan denklem sisteminin ¢6zim kimesini N-R ydntemini

kullanarak elde ediniz. Burada, x, =0 ve £€=0.2 aliniz.

Coziim:

J(x)z{

2x, —10 2x, }

X+1  2x,x,-10

X, =X —[ J(%, ):l_1 f(x,)

_{o -1/10 0 |8
10 |-1/100 -1/10]8
. —|0:80
171 0.88
B, =[x, —x,|= 0.80| j0)_| 080
171 Tol™ 088 |0 |0.88
-1
X, =%, —[J(x;)] f(x,)
~|0.80 —-0.124 -0.025{(1.4144
~10.88| |-0.026 -0.122 ] 0.61952

. _|099
271 0.99

0.2

> [0'2} oldugundan, 2. yinelemeye gecilir.



<[0'2} oldugundan durulur.

B, = =] = 02

0.99] [0.80] [0.19
099| |0.88| |0.11

Son bulunan deger, en iyi ¢gozimdr.

oy = 099 _[1
271099 |71 )”

. 0.0602 0
f(x )_{0.0603} :[O} bulunur.




