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ASTRONOMİ ve UZAY BİLİMLERİ)
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Alt Vektör Uzayları

Tanım 12:
(R,+, ·) bir cisim ve {V ,⊕, (R,+, ·),�} cebirsel yapısıbir vektör
uzayıolsun.
V cümlesinin bir W 6= ∅ alt cümlesi aynı⊕ : W ×W → W Abel
grubu işlemine ve aynı� : R×W → W dı̧s işlemine göre R

üzerinde bir vektör uzayıise bu W vektör uzayına V vektör
uzayının bir alt vektör uzayıdenir.
Teorem 4: {V ,⊕, (R,+, ·),�} bir vektör uzayıolmak üzere V
nin boştan farklıbir alt cümlesi W olsun. Eğer;

1 ∀u, v ∈ W için u ⊕ v ∈ W
2 ∀c ∈ R ve ∀u ∈ W için cu ∈ W

ise W cümlesi de bu işlemlere göre R üzerinde bir vektör uzayıdır.
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Örnek 13: Her vektör uzayıkendisinin bir altvektör uzayıdır.
Örnek 14: {V ,⊕, (R,+, ·),�} bir vektör uzayıolmak üzere V
deki ⊕ işlemine göre birim elemanıθ olmak üzere W = {θ}
cümlesi de V için bir altvektör uzayıdır. Bu uzaya sıfır uzayıda
denir.
Örnek 15: R3 reel vektör uzayında z bileşeni 0 olan bütün
vektörlerin cümlesi W olsun. Yani;

W = {(x1, x2, 0) | x1, x2 ∈ R}
cümlesi R3 reel vektör uzayının bir alt uzayıdır.
Örnek 16: R3 reel vektör uzayında z bileşeni 1 olan bütün
vektörlerin cümlesi W olsun. Yani;

W = {(x1, x2, 0) | x1, x2 ∈ R}
cümlesi R3 reel vektör uzayının bir alt uzayıdeğildir. Çünkü;
u = (u1, u2, 1) ∈ W ve v = (v1, v2, 1) ∈ W için
u ⊕ v = (u1 + v1, u2 + v2, 2) /∈ W dır.
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Örnek 17:
V bir vektör uzayıve αi ∈ V olmak üzere bir

S = {α1, α2, .., αk} ⊂ V
altcümlesini alalım.
k
∑
i=1
ciαi biçimindeki vektörlere α1, α2, .., αk vektörlerinin bir lineer

bileşimi denir.

W =

{
k

∑
i=1
ciαi | αi ∈ S ve ci ∈ R

}
cümlesi V için bir alt vektör uzayıdır.

W =

{
k
∑
i=1
ciαi | αi ∈ S ve ci ∈ R

}
vektör uzayına S nin gerdiği

altuzay denir ve W = Span {α1, α2, .., αk} ile gösterilir.
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Örnek 18: R3 reel vektör uzayında
W = Span

{−→α1 = (0, 1, 1),−→α2 = (1, 0, 1),−→α3 = (1, 1, 0)} olmak
üzere −→α = (−1, 2, 5) vektörü bu alt uzaya ait bir vektör müdür?

−→α = c1
−→α1 + c2−→α2 + c3−→α3

(−1, 2, 5) = c1(0, 1, 1) + c2(1, 0, 1) + c3(1, 1, 0)

(−1, 2, 5) = (c2 + c3, c1 + c3, c1 + c2)

olup buradan c1 = 4, c2 = 1 ve c3 = −2 olur. O halde
−→α = 4−→α1 +−→α2 − 2−→α3

olduğundan −→α ∈ W olur.
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Teorem 5:
V bir reel vektör uzayıolmak üzere sonlu sayıda α1, α2, .., αk ∈ V
verilmiş olsun. m bir sonlu tam sayıolmak üzere

β1, β2, .., βm ∈ Sp {α1, α2, .., αk}
ise

Sp {β1, β2, .., βm} ⊂ Sp {α1, α2, .., αk}
dır.
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Teorem 6:
V bir reel vektör uzayının sonlu sayıda altuzaylarıW1,W2, ..,Wk

olsun. O zaman

1 S∩ =
k⋂
i=1
Wi cümlesi de V vektör uzayının bir alt uzayıdır.

Bu altuzaya W1,W2, ..,Wk altuzaylarının arakesit uzayıdenir.

2 S+ =
{
x =

k
∑
i=1
xi | xi ∈ Wi , 1 ≤ i ≤ k

}
cümlesi de V nin bir

alt uzayıdır.
Bu altuzaya W1,W2, ..,Wk alt uzaylarının toplamıveya

toplam uzayıdenir ve S+ =
k
∑
i=1
Wi ile gösterilir.

3 S∪ =
k
∪
i=1
Wi cümlesi V vektör uzayının bir alt uzayı

olmayabilir.
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Sonuç: {V ,⊕, (R,+, ·),�} bir vektör uzayıolmak üzere V deki
⊕ işlemine göre birim eleman θ olsun. V cümlesinin boştan farklı
bir W alt cümlesi θ elemanınıiçermiyorsa W alt cümlesi V vektör
uzayının bir alt uzayıolamaz.
Örnek 19: R3 reel vektör uzayında
W =

{
(x , y , z) ∈ R3 : x + y + z = 1

}
cümlesi boştan farklıdır ve

R3 ün alt cümlesidir. Ancak R3 reel vektör uzayının vektörlerde
toplama işlemine göre birim elemanıolan

−→
0 = (0, 0, 0) vektörünü

içermez. Çünkü 0+ 0+ 0 6= 1 dir.Dolayısıyla W cümlesi R3 reel
vektör uzayının bir alt uzayıdeğildir.
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Örnek 20: R3 reel vektör uzayında
W =

{
(x , y , z) ∈ R3 : x + y + z = 0

}
cümlesi boştan farklıdır ve

R3 ün alt cümlesidir. Ayrıca

1 u = (u1, u2, u3) ∈ W =⇒ u1 + u2 + u3 = 0 ve
v = (v1, v2, v3) ∈ W =⇒ v1 + v2 + v3 = 0 ve
u1 + v1 + u2 + v2 + u3 + v3 = 0+ 0 = 0 olduğundan
u + v ∈ W dır.

2 u = (u1, u2, u3) ∈ W =⇒ u1 + u2 + u3 = 0 ve λ ∈ R için
λu1 + λu2 + λu3 = λ (u1 + u2 + u3) = λ.0 = 0 olduğundan
λu ∈ W dır.

sağlandı̆gından W cümlesi R3 reel vektör uzayının bir alt uzayıdır.
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