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Lineer Déniisiimlerde Goriintii Uzayi ve Cekirdek

Teorem 10: V ve W birer reel vektor uzayi ve A: V — W bir
lineer doniisiim olsun.

@ V vektor uzayinin herhangi bir altuzayi E ise
A(E)={A(x) e W|a € E}

ctimlesi de W vektor uzayinin bir altuzayidir.
@ W vektor uzayinin herhangi bir altuzay F ise

AN F)={ae V|A) € F}

climlesi de V' vektor uzayinin bir altuzayidir.
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Teorem 11: V ve W birer reel vektér uzayive A: V — W bir
lineer doniistim olsun.
@ A birebirdir & Yo € V igin A(a) = 0 ikena= 0
@ A birebir ise {a1,ao, ...... ,ay } ciimlesi V vektér uzayinda
lineer bagimsiz iken {A(a1), A(az), ......, A(ak) } ciimlesi de W
vektor uzayinda lineer bagimsizdir.
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Tanlm 21: A:V — W bir lineer doniisiimii altinda resimleri ayri
ayri 0 olan V vektsr uzayinin bitiin vektorlerinin ctimlesi

5=A—1(6’)={aGV|A(a):6’eW}

V' vektér uzayinin bir altuzayidir. Bu S altuzayina A lineer
doniisiimiiniin cekirdegi denir. Cekirdek uzayinin boyutuna, A
lineer doniisiimiiniin sifirhk derecesi denir ve sifirlikA ile
gosterilir.
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Tanim 22: A: V — W lineer doniisiimiinde
A(V)={Ax) e W |a e V}

ciimlesi de W reel vektor uzayinin bir alt uzayidir. Bu uzaya A
lineer doniisiimiiniin gériintii uzay ve bu uzayin boyutuna da A
nin ranki denir ve rankA yazilir.
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V ve W sonlu boyutlu iseler A lineer doniisiimiiniin cekirdegi olan
S ve degerler bélgesi olan A(V) de sonlu boyutlu olur.
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Teorem 12:
V sonlu boyutlu bir vektdr uzayi ve A: V — W lineer doniisiimii
verilsin. Bu durumda

rankA + sifirlikA = boyV

ya da
boyA(V') + boyS = boyV

olur.
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Teorem 13: V ve W vektér uzaylan reel ve n-boyutlu olsunlar.
Bir A: V — W lineer doniistimii icin su dnermeler denktir:

@ A bir lineer izomorfizmdir,

Q@ A injektiftir,

Q@ v Vigin Aw) =

Q rankA=n

Q sifirlikA=0

Q A siirjektiftir

— —
0 =a=20

Nejat Ekmekci, Yusuf Yayli ve ismail Gok Mat 114 Lineer Cebir



Ornek 38: L:R3 — RR? lineer déniisiimi L(1,0,0) = (1,1),
L(0,1,0) = (—1,-1), L(0,0,1) = (0,0) olarak tanimlansin. Bu
dontstimiin rankini ve sifilik derecelerini bulunuz.

L(R?) = span{(1,1),(~1,-1),(0,0)}

uzayini iiretir ve lineer bagimsiz oldugundan
boyL(RR3) = rankL =1

rankL + sifirlikl = boyR3

oldugundan sifirlik derecesi = 2 bulunur.
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Ornek 39: L: R3 — R?, (x,y.2) = (x —y,y + z) lineer
dontstimii veriliyor.

© Bu lineer doniisiimiin cekirdek uzayini ve bu uzayin boyutunu
bulunuz.
@ Bu lineer doniisiimiin rankini bulunuz.

© Bu lineer doniisiim birebir midir?
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Coziim:

s = LY0)= {?: (x,y,2) ER3| A(T) = H’ER?}
= (x—y,y+2z)=(0,0)
— x—y=0vey+z=0

=y =t € Rdenilirsex=t€Rvez=—t &R olur. Yani;
S =Span{w = (1,1,—1) € R®} ve boyS = 1 olur.
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boyR® = Rank L+ sifirlikL
3 = Rank L+1

oldugundan Rank L = 2 olur. Bu déniisiim 1:1 degildir. Ciinkii
cekirdek uzayinda sifir vektériinden farkli vektor vardir.
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Ornek 40: P, ikinci dereceden polinom ailesi olmak iizere

L:P, —- 1R

1
L(at®> 4 bt + ¢) = /(at2 + bt + c)dt
0

lineer doniistiimii verilsin.

©Q Bu lineer doniisiimiin cekirdek uzayini ve bu uzayin boyutunu
bulunuz.
@ Bu lineer doniisiimiin rankini bulunuz.

© Bu lineer doéniisiim birebir midir?
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Coziim:
S=L70) = {p(t) € P | L(p(t)) = 0 € R}

kosulunu saglayan p(t) = at® + bt + c elemanini arayalim.

at3  bt? L g b
Lp(t)) = —=—+——+ct|==+=
(p(t)) 3+2+c(|) 3+2—|—c
c—_2_5
3 2
O zaman .
’ a
=at*+bt+ (—= — =
S=at"+ bt +( 3 2)

tipindeki polinomlardan olusur.

Nejat Ekmekci, Yusuf Yayli ve ismail Gok Mat 114 Lineer Cebir



seklinde yazilabilir. O halde
1 1
— 2_ = i

Boylece {(t2 — 1), (t — 3)} cekirdek uzayin bir bazidir. O halde
boyS = 2 olur. boyS = 2 oldugundan L birebir degildir.
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Ornek 41 : P, ikinci dereceden polinom ailesi ve p'(t), p(t)
polinomunun tiirevi olmal tizere

L: P2 — P2
L(p(t)) = t.p (t)
doniisiimii verilsin.

@ Bu doniistimiin lineer oldugunu gosteriniz.

@ Bu lineer doniisiimiin cekirdek uzayini ve bu uzayin boyutunu
bulunuz.

© Bu lineer doniisiimiin rankini bulunuz.

@ Bu lineer doniisiim birebir midir?
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