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İç Çarpım

Tanım 23: V bir reel vektör uzayıolsun. V üzerinde tanımlı

f : V × V → R ; (−→u ,−→v )→ f (−→u ,−→v )
dönüşümü aşağıda verilen aksiyomlarısağlıyorsa f dönüşümüne bir
iç çarpım dönüşümü adıverilir.

1 Simetri Aksiyomu: ∀−→u ,−→v ∈ V için f (−→u ,−→v ) = f (−→v ,−→u )
2 Bilineerlik Aksiyomu: ∀−→u1 ,−→u2 ,−→v ∈ V ve ∀a, b ∈ R için

f (a−→u1 + b−→u2 ,−→v ) = af (−→u1 ,−→v ) + bf (−→u2 ,−→v )
f (−→v , a−→u1 + b−→u2 ) = af (−→v ,−→u1 ) + bf (−→v ,−→u2 )

3 Pozitif TanımlıOlma Aksiyomu: ∀−→u ∈ V
içinf (−→u ,−→u ) ≥ 0⇔

{
f (−→u ,−→u ) = 0 ,−→u = 0
f (−→u ,−→u ) 〉 0 ,−→u 6= 0

}
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Örnek 42:
X = (x1, x2) ∈ R2 ve Y = (y1, y2) ∈ R2 olmak üzere

f : R2 ×R2 → R

(X ,Y ) → f (X ,Y ) = f ((x1, x2), (y1, y2))

= x1y1 + x1y2 + x2y1 + 2x2y2

dönüşümü bir iç çarpım fonksiyonudur. Gerçekten;
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x1, x2, y1, y2 ∈ R olduğundan

f (X ,Y ) = x1y1 + x1y2 + x2y1 + 2x2y2
= y1x1 + y2x1 + y1x2 + 2y2x2
= f (Y ,X )

dır. O halde simetri aksiyomu sağlanır.
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∀X = (x1, x2) ∈ R2,Y = (y1, y2) ∈ R2 ve Z = (z1, z2) ∈ R2 ile
∀a, b ∈ R için

f (aX + bY ,Z ) = f ((ax1 + by1, ax2 + by2) , (z1, z2))
= (ax1 + by1)z1 + (ax1 + by1)z2

+(ax2 + by2)z1 + 2(ax2 + by2)z2
= ax1z1 + by1z1 + ax1z2 + by1z2

+ax2z1 + by2z1 + 2ax2z2 + 2by2z2
= af (X ,Z ) + bf (Y ,Z )

olduğundan bi-lineerlik aksiyomu sağlanır.
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∀X = (x1, x2) ∈ R2 için

f (X ,X ) = f ((x1, x2), (x1, x2))

= x21 + x1x2 + x2x1 + 2x
2
2

= (x1 + x2)2 + x22 ≥ 0

dır. Buradan
X 6= −→0 ise, x1, x2 den en az biri 6= 0 olduğundan f (X ,X ) > 0
olacaktır.
X =

−→
0 ise x1 = x2 = 0 olacağından f (X ,X ) = 0 olacağı

aşikardır.
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Tanım 24: X = (x1, x2, ...., xn) ∈ Rn , Y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Rn

olmak üzere

〈X ,Y 〉 =
n

∑
i=1
xiyi

biçiminde tanımlanan

〈, 〉 : Rn ×Rn → R

dönüşümü bir iç çarpım fonksiyonudur. Bu iç çarpım fonksiyonuna
Öklid Anlamında İç Çarpım veya standart iç çarpım denir.

Nejat Ekmekci, Yusuf Yaylıve İsmail Gök Mat 114 Lineer Cebir



Tanım 25: V bir reel vektör uzayıolsun. V üzerinde tanımlı

f : V × V → R ; (−→u ,−→v )→ f (−→u ,−→v )
iç çarpımına göre bir u ∈ Rn vektörünün boyu ‖u‖f ile gösterilir ve
vektörünün normu olarak adlandırılır.

‖u‖f =
√
|f (u, u)|

biçiminde tanımlanır.
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Öklid anlamındaki iç çarpımın tanımlıolduğu Rn n-boyutlu
standart Öklid uzayınıele alalım.
∀X = (x1, x2, ...., xn) ∈ Rn için

‖X‖ =
√
〈X ,X 〉=

√
n

∑
i=1
xiyi

=
√
x21 + x

2
2 + ....+ x

2
n

değerine X vektörünün standart Öklid iç çarpımına göre normu
adıverilir. ‖X‖ = 1 ise X vektörüne birim vektör denir.
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Tanım 26: Rn reel vektör uzayında A = (a1, a2, ...., an) ∈ Rn ,
B = (b1, b2, ..., bn) ∈ Rn olmak üzere A ile B noktalarıarası
uzaklık

d (A,B) =
∥∥∥−→AB∥∥∥ = n

∑
i=1
(bi−ai )

2

şeklindedir.

Nejat Ekmekci, Yusuf Yaylıve İsmail Gök Mat 114 Lineer Cebir



Örnek 43: R2 Öklid uzayında tanımlıstandart Öklid iç çarpımına
göre

1
−→α = (3,−4) vektörünün uzunluğunu bulunuz.

2 A(−3, 2) ve B = (5,−4) noktalarıarasıuzaklı̆gıbulunuz.
3 Merkezil birim çemberin denklemini bulunuz.
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Çözüm: ∥∥−→α ∥∥ =
√
〈−→α ,−→α 〉

=
√
〈(3,−4), (3,−4)〉

=
√
3.3+ (−4) (−4)

= 5
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d (A,B) =
∥∥∥−→AB∥∥∥ = ∥∥∥−→OB −−→OA∥∥∥

=
√
(5− (−3))2 + (−4− 2)2

= 10
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O(0, 0) ve P(x , y) olmak üzere

d (O,P) =
∥∥∥−→OP∥∥∥ = √〈(x , y), (x , y)〉

1 =
√
x2 + y2

olduğundan merkezil birim çemberin standart Öklid iç çarpımına
göre denklemi x2 + y2 = 1 olur.

Nejat Ekmekci, Yusuf Yaylıve İsmail Gök Mat 114 Lineer Cebir



Örnek 44: X = (x1, x2) ∈ R2 ve Y = (y1, y2) ∈ R2 olmak üzere

f : R2 ×R2 → R

(X ,Y ) → f (X ,Y ) = f ((x1, x2), (y1, y2))

= x1y1 + x1y2 + x2y1 + 2x2y2

iç çarpımına göre

1
−→α = (3,−4) vektörünün uzunluğunu bulunuz.

2 A(−3, 2) ve B = (5,−4) noktalarıarasıuzaklı̆gıbulunuz.
3 Merkezil birim çemberin denklemini bulunuz.
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Çözüm:∥∥−→α ∥∥f =
√
f
(−→α ,−→α )

=
√
f ((3,−4), (3,−4))

=
√
3.3+ 3.(−4) + (−4) .3+ 2. (−4) (−4)

=
√
17

Nejat Ekmekci, Yusuf Yaylıve İsmail Gök Mat 114 Lineer Cebir



df (A,B) =
∥∥∥−→AB∥∥∥

f
=

√
f (
−→
AB.
−→
AB) =

√
f ((8,−6), (8,−6))

=
√
8.8+ 8.(−6) + (−6) .8+ 2. (−6) (−6)

= 2
√
10
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O(0, 0) ve P(x , y) olmak üzere

df (O,P) =
∥∥∥−→OP∥∥∥

f
=
√
f ((x , y), (x , y))

1 =
√
x .x + x .y + y .x + 2.y .y

olduğundan merkezil birim çemberin f iç çarpımına göre denklemi
(x + y)2 + y2 = 1 olur.
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Örnek 45: X = (x1, x2) ∈ R2 ve Y = (y1, y2) ∈ R2 olmak üzere

g : R2 ×R2 → R

(X ,Y ) → g (X ,Y ) = g((x1, x2), (y1, y2))

=

{
x1y1 ,X = Y

x1y1 + x2y2 ,X 6= Y

}
iç çarpımına göre

1
−→α = (3,−4) vektörünün uzunluğunu bulunuz.

2 A(−3, 2) ve B = (5,−4) noktalarıarasıuzaklı̆gıbulunuz.
3 Merkezil birim çemberin denklemini bulunuz.
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Çözüm: ∥∥−→α ∥∥g =
√
g
(−→α ,−→α )

=
√
g((3,−4), (3,−4))

=
√
3.3

= 3

Nejat Ekmekci, Yusuf Yaylıve İsmail Gök Mat 114 Lineer Cebir



dg (A,B) =
∥∥∥−→AB∥∥∥

g
=

√
g(
−→
AB.
−→
AB) =

√
g((8,−6), (8,−6))

=
√
8.8

= 8
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O(0, 0) ve P(x , y) olmak üzere

dg (O,P) =
∥∥∥−→OP∥∥∥

g
=
√
g ((x , y), (x , y))

1 =
√
x .x

olduğundan merkezil birim çemberin g iç çarpımına göre denklemi
|x | = 1 olur.
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