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İç Çarpım Uzayları

Tanım 26: V bir reel vektör uzayıolsun. V üzerinde
simetrik,bi-lineer ve pozitif tanımlıolan bir

f : V × V → R ; (−→u ,−→v )→ f (−→u ,−→v )
iç çarpımıtanımlanabiliyorsa V vektör uzayına bir iç çarpım uzayı
adıverilir.
İç çarpım uzayında metrik özelliklerden söz edebiliriz. Bu özellikler
uzunluk, açıve alan, hacim ölçüleriyle ilgilidirler. Örnek olarak,
üzerinde Öklid anlamındaki iç çarpımın tanımlıolduğu Rn

n-boyutlu standart Öklid uzayınıele alalım.
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Teorem 14: ∀X = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn ve
∀Y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Rn ile 0 ≤ θ ≤ π olmak üzere

〈, 〉 : Rn ×Rn → R

(X ,Y ) → 〈X ,Y 〉 = ‖X‖ . ‖Y ‖ cos θ

dönüşümü bir iç çarpım fonksiyonudur.
Bu durumda standart Öklid iç çarpımına göre iki vektör arasıaçı

θ = arccos
( 〈X ,Y 〉
‖X‖ . ‖Y ‖

)
olur.
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Tanım 27: V bir reel iç çarpım uzayıolsun. X ,Y ∈ V için
〈X ,Y 〉 = 0 ise X ve Y vektörlerine ortogonal ya da dik vektörler
denir.
Tanım 28: V bir reel iç çarpım uzayıolsun. S = {X1,X2, ...,Xn}
vektör cümlesi için i 6= j olmak üzere 〈Xi ,Xj 〉 = 0 ise S cümlesine
ortogonal vektör cümlesi denir. Eğer bu cümledeki her vektör
birim vektör ise yani ‖Xi‖ = 1 ise S cümlesine ortonormal vektör
cümlesi denir
Teorem 15: V bir reel iç çarpım uzayıolsun. ∀X ,Y ∈ V için

|〈X ,Y 〉| ≤ ‖X‖ . ‖Y ‖

eşitsizliği gerçeklenir. Bu eşitsizlik literatürde Schwarz Eşitsizliği
olarak bilinir.
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Teorem 16: V bir reel iç çarpım uzayıolsun. ∀X ,Y ∈ V için

‖X + Y ‖2 + ‖X − Y ‖2 = 2 (‖X‖+ ‖Y ‖)2

eşitliği gerçeklenir. Bu eşitliğe Paralelkenar kuralıadıverilir.
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Teorem 17: V bir reel iç çarpım uzayıolsun. ∀X ,Y ∈ V için

‖X + Y ‖2 − ‖X − Y ‖2 = 4〈X ,Y 〉

eşitliği gerçeklenir. Bu eşitliğe Polarizasyon Eşitliği adıverilir.
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Teorem 18: Rn standart Öklid uzayında S = {X1,X2, ...,Xn}
ortonormal bir vektör cümlesi olmak üzere ∀X ∈ Rn için

n

∑
i=1
|〈X ,Xi 〉|2 ≤ ‖X‖2

eşitsizliği gerçeklenir. Bu eşitsizlik literatürde Bessel Eşitsizliği
olarak bilinir.
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Teorem 19: X 6= −→0 olmak üzere ∀X ∈ Rn vektörü için

X0 =
1
‖X‖ .X

olarak tanımlanan X0 vektörü birim vektördür.
Bu biçimde tanımlanan X0 vektörüne X vektörünün normlanmı̧sı
denir ve bu vektör X vektörü yönündeki birim vektördür.
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Teorem 20: Rn n−boyutlu iç çarpım uzayında bir
S = {X1,X2, ...,Xn} ortogonal vektör sistemi için∥∥∥∥∥ k

∑
i=1
xi

∥∥∥∥∥
2

=
k

∑
i=1
‖xi‖2

dir.
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