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Ortogonal Tiimleyen, Vektorel Carpim ve Gramm-Schmidt

Ortonormallestirme Metodu

Tanim 29: n—boyutlu bir reel ic carpim uzayi V olmak tizere W,
V vektor uzayinin bir alt vektor uzayi olsun. Eger V' vektor
uzayinin bir a vektorii W vektor uzayinin her B vektériine dik ise
vektoriine W vektdr uzayina diktir denir. Bu kosulu saylayan
vektorlerinin

Wt ={aecV:VBe Wicin (x, B) =0}

seklinde tanimli ctimlesine de W vektér uzayinin ortogonal
kompleman uzay adi verilir.

Teorem 21: n—boyutlu bir reel ic carpim uzayr V olmak iizere W,
V vektdr uzaymin bir alt vektér uzayi olsun. W ciimlesi de V
vektor uzayinin bir alt vektér uzayidir.
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Tanmim 30: n—boyutlu bir reel vekt6r uzayr V olmak lizere W; ve
Wh, V vektor uzayinin iki alt vektor uzayi olsun.

O W+W,=V
Q WinW, =0

kosullari saglaniyorsa V' vektor uzayina Wi ve Whalt vektor
uzaylarinin direkt toplam uzayi denir ve Wi & W, = V ile
gosterilir..
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Teorem 22: : n—boyutlu bir reel vektdr uzayr V' olmak iizere W
ve Ws, V vektdr uzayinin sonlu boyutlu iki alt vektdr uzayi olsun.
Bu durumda

boy (Wl + WQ) = boyW; + boyW, — boy (Wl N Wg) ,
boy (Wl D Wg) = boyW; + boyW,
dir.

Teorem 23: : n—boyutlu bir reel i¢ carpim uzayi V olmak iizere
W, V vektér uzayimnin bir alt vektdr uzayi olsun. Bu durumda

QO Wawt=V
@ (WhH =w
dir.
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Teorem 24: : n—boyutlu bir reel vektér uzayr V olmak iizere W,
V' vektor uzayinin sonlu boyutlu bir alt vektér uzayi olsun. Bu
durumda m < n olmak tizereW vektor uzayinin bir

Sw={hf,....fn}
bazi V' vektor uzayinin bir
SV:{ﬁny, fmvfm-i-ly m=+21 - n}

bazina tamamlanabilir. Burada {fy,11,fy42, ..., f,} vektdrlerine
baza tamamlayan vektdrler denir.
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Ornek 46: R3 standart Oklid uzayinin
Wi = Span{a; = (2,—1,3), a0 = (1,1, -2)} ve
W, = Span{B, = (—1,1,4), B, = (3,2, —1)} alt uzaylari
veriliyor. Buna gore asagidaki sorular yanitlayiniz.
Q@ Wi N W, alt uzaymin bir vektériinii bulunuz.
Q@ W alt uzayimin p = {a1 = (2,—-1,3), a2 = (1,1, —2)} bazini
R3 standart Oklid uzayinin bir bazina tamamlayiniz.
@ W, alt uzayinin ortogonal kompleman uzayini bulunuz.

Q boy (Wi + Wh) degerini hesaplayiniz.
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Ornek 47: R3 standart Oklid uzayinin
Wi={(xy.z) eR¥:x+y=2z}ve
W, = {(x,y, Z)ER3:2x —y +z= 0} alt uzaylan veriliyor.
Buna gore asagidaki sorulari yanitlayiniz.
Q@ WinN W, alt uzaymi bulunuz.

Q@ W alt uzayimin p = {a1 = (2,—-1,3), a2 = (1,1, —2)} bazini
R3 standart Oklid uzayinin bir bazina tamamlayiniz.

@ W, alt uzayinin ortogonal kompleman uzayini bulunuz.
Q boy (Wi + Wh) degerini hesaplayiniz.
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Ornek 48: R3 standart Oklid uzayinin
Wi={(xy,z) eR¥:x=y=1z}ve
Wr = {(x,y,z) € R3:2x — y + z =0} alt uzaylar veriliyor.
Buna gore asagidaki sorulari yanitlayiniz.
Q@ WinNn W, alt uzaymni bulunuz.

@ W alt uzayiin bir bazini bulunuz ve bu bazi R3 standart
Oklid uzayinin bir bazina tamamlayiniz.

Q@ Wi ve W, alt uzaylarinin ortogonal kompleman uzaylarini
bulunuz.

Q W, ® W, = R3 olur mu? Yorumlayiniz.
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Vektorel Carpim ve Karma Carpim:IR3 standart Oklid uzayinda

A ROXRP = REX = (xa,x,x3), Y = (y1,y2,¥3)
€ €& €3
(X,Y) — XAY=det| x1 x2x x3
yi Y2 3
_ X2 X3 X1 X3 X1 X2
oy oy i oy

seklinde tanimlanan X A Y vektériine X ile Y vektorlerinin
vektorel carpimi veya dis carpimi denir. Aslinda geometrik olarak
X A'Y vektorii hem X hem de Y vektorlerine dik olan bir
vektordiir. Yani;

(XAY,X)=0ve (XAY,Y)=0

dir.

Nejat Ekmekci, Yusuf Yayli ve ismail Gok Mat 114 Lineer Cebir



R3 standart Oklid uzayinda X = (x1,x2,x3), Y = (y1,y2,3) ve
Z = (21, 22, z3) olmak iizere

dt : R¥xR*xR}®—R
Xi X2 X3
(X,Y,Z) — det(X,Y,Z2)=(X, YANZ)=det| y1 y» y3
721 2 Zz3

biciminde tanimlanan fonksiyona vektérlerin karma carpimi adi
verilir.. Ayrica determinant fonksiyonunun &zelikleri yardimiyla
kolayca gosterilebilir ki;

(X, YANZY=(Y,ZAX)=(Z,XAY)

dir.
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Teorem 25: R3 standart Oklid uzayinda

VX = (x1,x,x3), Y = (y1,y2,y3) ve Z = (21, 22, z3) icin
A, i € R olmak iizere

1. XAY ==Y A X (Vektorel carpim anti-simetriktir.)

2. X AN Y =0 (Vektorel carpim alternedir.)

B.XANAY +uZ)=AXAY)+u(XN2)
AXH+uY)NZ=A(XNZ)+u(YNZ)

4. (XAYIYNZ=(X,Z)Y —(Y,Z)X

5. XA(YNZ)=(X,Z2)Y —(X,Y)Z
XNYNZ)+YNZAX)+ZAN(XAY)=0

ve
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6. [IXAY| =|IX|l.]]Y]sin®, 6 iki vektor arasi agidir.

7. X,Y € R3 vektorleri iizerine kurulan paralelkenarin alani
S=|XAY]| olur.

8. X,Y,Z € R3 vektorleri iizerine kurulan paralelyiiziin hacmi

X1 X2 X3
V=i|det| y1 y2 y3
Z1 2 Z3

dir.
9. X,Y,Z € R3 vektorleri lineer bagimlidir ancak ve ancak V =0
10. X,Y,Z, W € R? vektorleri icin

(XAY)A(ZAW) = det(X,Z,W)Y —det(Y,Z, W)X,
(XAY)A(YAZ) = det(X,Y,2)Y

dir.
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Ornek 49: R3 standart Oklid uzayinda késelerinin koordinatlari
A(—1,2,1),B(3,—2,4ve C(4,3,-5
olan tiggenin alanini hesaplayiniz.
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Teorem 26: V, n—boyutlu bir reel i¢c garpim uzayi ve
W = span{B,,B,...... B,, } olsun. Bir & € V vektériiniin W alt
uzayi tizerine dik izdlistimii olan vektor

j n (a,p;)
Iz = LB

dir.

Ornek 50: R3 standart Oklid uzayinda

W = Span{a; = (2,—-1,3), a2 = (1,1, —2) }.alt uzay: veriliyor. a
vektdriiniin B = (3, —4, 2) vektdriiniin W alt uzayi iizerine
ortogonal izdiistimii olan vektérii bulunuz.

Ornek 51: R3 standart Oklid uzayinda a = (1, —3,2) vektdriiniin
X+ y 4+ z = 0 diizlemi lizerine ortogonal izdiisiimii olan vektori
bulunuz.
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Ozel olarak; bir & € V vektériiniin sifirdan farkli bir B vektorii
tizerine dik izdiistimii olan vektor

(. B)
(B.B)

ve dik izdiisiim vekt6riiniin uzunlugu

(. p)
18Il

]Zlng =

p

|1zga]| =

olur.
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Odev: R? standart Oklid uzayinda « = (—2,1) vektérii veriliyor.
@ « vektosriiniin B = (3, —4) vektérii lizerine ortogonal
izdiistimii olan vektorii bulunuz.
@ « vektdriiniin B = (3, —4) vektdrii iizerine izdiisimii olan
vektoriin uzunlugunu bulunuz.

© « vektoriiniin 3x — 4y + 12 = 0 vektori lizerine ortogonal
izdiisiimii olan vektérii bulunuz.

Q@ « vektoriiniin 3x — 4y 4 12 = 0 vektori tizerine izdiisiimii
olan vektdriin uzunlugunu bulunuz.
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Teorem 27: V, n—boyutlu bir reel i¢ carpim uzayi ve
Sx = {x1,%2, ..., xn } ciimlesi V vektér uzaymin lineer bagimsiz
bir vektdr climlesi olsun. Bu ctiimle

yi = X,
n—1 .
o = x— Y W N
=1 <}/i:}/i>
formiilleri ile S, = {y1, 2, ..., yn } ortogonal vektér ciimlesine ve

daha sonra da

e =-2" 1<neN
A

formiilleri ile S, = {el, &, ..., e,} ortonormal vektor sistemine
dondstiriiliir.
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Teorem 28: V bir i¢c carpim uzayi ve {eq, e,
ortonormal bazi olsun.

Q@ Vx € Vigin

..... ,€n} de V nin bir

n
X = <X, e,-)e,-
i=1

n n
@ V de herhangi iki vektor x = } xje; ve y = ) yje ise
i=1 j=1

n
(x,y) = iny/'
i=1
dir.
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Ornek 52: R3 standart Oklid uzayinda

S«={x1=1(0,1,0),x =(0,2,1),x1 = (3,2,0)} vektdr sistemini
ortonormal bir vektor sistemine déniistiiriiniiz.

Coziim: /.Adim (Ortogonallestirme):

yYi=X1= (O, 1,0)

(y1,%2)
(y1.y1)

(y1,x3) (y2,%3)
Y-

iy)™ (2. y2)

I1.Adim (Ortonormallestirme):

Y1, Y2 ortonormal vektorler oldugundan yalnizca y3 vektoriinii birim

Yo = — y1+x =(0,0,1)

y3=- y2 +x3y3 = (3,0,0)

hale getirmemiz yeterli olacaktir. Yani; e3 = ¥ (1,0,0) ve

1yl

e1 =y1, e = y» oldugundan

Se ={e1 =(0,1,0),e, = (0,0,1),e3.= (1,0,0)}
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