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Ortogonal Tümleyen, Vektörel Çarpım ve Gramm-Schmidt
Ortonormalleştirme Metodu

Tanım 29: n−boyutlu bir reel iç çarpım uzayıV olmak üzere W ,
V vektör uzayının bir alt vektör uzayıolsun. Eğer V vektör
uzayının bir α vektörü W vektör uzayının her β vektörüne dik ise β
vektörüne W vektör uzayına diktir denir. Bu koşulu saylayan β
vektörlerinin

W⊥ = {α ∈ V : ∀β ∈ W için 〈α, β〉 = 0}

şeklinde tanımlıcümlesine de W vektör uzayının ortogonal
kompleman uzayıadıverilir.
Teorem 21: n−boyutlu bir reel iç çarpım uzayıV olmak üzere W ,
V vektör uzayının bir alt vektör uzayıolsun. W⊥ cümlesi de V
vektör uzayının bir alt vektör uzayıdır.
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Tanım 30: n−boyutlu bir reel vektör uzayıV olmak üzere W1 ve
W2, V vektör uzayının iki alt vektör uzayıolsun.

1 W1 +W2 = V
2 W1 ∩W2 = ∅

koşullarısağlanıyorsa V vektör uzayına W1 ve W2alt vektör
uzaylarının direkt toplam uzayıdenir ve W1 ⊕W2 = V ile
gösterilir..
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Teorem 22: : n−boyutlu bir reel vektör uzayıV olmak üzere W1

ve W2, V vektör uzayının sonlu boyutlu iki alt vektör uzayıolsun.
Bu durumda

boy (W1 +W2) = boyW1 + boyW2 − boy (W1 ∩W2) ,

boy (W1 ⊕W2) = boyW1 + boyW2

dir.
Teorem 23: : n−boyutlu bir reel iç çarpım uzayıV olmak üzere
W , V vektör uzayının bir alt vektör uzayıolsun. Bu durumda

1 W ⊕W⊥ = V
2
(
W⊥

)⊥
= W

dir.

Nejat Ekmekci, Yusuf Yaylıve İsmail Gök Mat 114 Lineer Cebir



Teorem 24: : n−boyutlu bir reel vektör uzayıV olmak üzere W ,
V vektör uzayının sonlu boyutlu bir alt vektör uzayıolsun. Bu
durumda m ≤ n olmak üzereW vektör uzayının bir

SW = {f1, f2, ...., fm}

bazıV vektör uzayının bir

SV = {f1, f2, ...., fm , fm+1, fm+2, ..., fn}

bazına tamamlanabilir. Burada {fm+1, fm+2, ..., fn} vektörlerine
baza tamamlayan vektörler denir.
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Örnek 46: R3 standart Öklid uzayının
W1 = Span {α1 = (2,−1, 3), α2 = (1, 1,−2)} ve
W2 = Span {β1 = (−1, 1, 4), β2 = (3, 2,−1)} alt uzayları
veriliyor. Buna göre aşağıdaki sorularıyanıtlayınız.

1 W1 ∩W2 alt uzayının bir vektörünü bulunuz.
2 W1 alt uzayının ψ = {α1 = (2,−1, 3), α2 = (1, 1,−2)} bazını

R3 standart Öklid uzayının bir bazına tamamlayınız.
3 W2 alt uzayının ortogonal kompleman uzayınıbulunuz.
4 boy (W1 +W2) değerini hesaplayınız.
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Örnek 47: R3 standart Öklid uzayının
W1 =

{
(x , y , z) ∈ R3 : x + y = z

}
ve

W2 =
{
(x , y , z) ∈ R3 : 2x − y + z = 0

}
alt uzaylarıveriliyor.

Buna göre aşağıdaki sorularıyanıtlayınız.

1 W1 ∩W2 alt uzayınıbulunuz.
2 W1 alt uzayının ψ = {α1 = (2,−1, 3), α2 = (1, 1,−2)} bazını

R3 standart Öklid uzayının bir bazına tamamlayınız.
3 W2 alt uzayının ortogonal kompleman uzayınıbulunuz.
4 boy (W1 +W2) değerini hesaplayınız.
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Örnek 48: R3 standart Öklid uzayının
W1 =

{
(x , y , z) ∈ R3 : x = y = z

}
ve

W2 =
{
(x , y , z) ∈ R3 : 2x − y + z = 0

}
alt uzaylarıveriliyor.

Buna göre aşağıdaki sorularıyanıtlayınız.

1 W1 ∩W2 alt uzayınıbulunuz.
2 W1 alt uzayının bir bazınıbulunuz ve bu bazı R3 standart
Öklid uzayının bir bazına tamamlayınız.

3 W1 ve W2 alt uzaylarının ortogonal kompleman uzaylarını
bulunuz.

4 W1 ⊕W2 = R3 olur mu? Yorumlayınız.
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Vektörel Çarpım ve Karma Çarpım:R3 standart Öklid uzayında

∧ : R3 ×R3 → R3;X = (x1, x2, x3),Y = (y1, y2, y3)

(X ,Y ) −→ X ∧ Y = det

 e1 e2 e3
x1 x2 x3
y1 y2 y3


=

∣∣∣∣ x2 x3
y2 y3

∣∣∣∣ e1 − ∣∣∣∣ x1 x3
y1 y3

∣∣∣∣ e2 + ∣∣∣∣ x1 x2
y1 y2

∣∣∣∣ e3
şeklinde tanımlanan X ∧ Y vektörüne X ile Y vektörlerinin
vektörel çarpımıveya dı̧s çarpımıdenir. Aslında geometrik olarak
X ∧ Y vektörü hem X hem de Y vektörlerine dik olan bir
vektördür. Yani;

〈X ∧ Y ,X 〉 = 0 ve 〈X ∧ Y ,Y 〉 = 0

dir.
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R3 standart Öklid uzayında X = (x1, x2, x3),Y = (y1, y2, y3) ve
Z = (z1, z2, z3) olmak üzere

det : R3 ×R3 ×R3 → R

(X ,Y ,Z ) −→ det (X ,Y ,Z ) = 〈X ,Y ∧ Z 〉 = det

 x1 x2 x3
y1 y2 y3
z1 z2 z3


biçiminde tanımlanan fonksiyona vektörlerin karma çarpımıadı
verilir.. Ayrıca determinant fonksiyonunun özelikleri yardımıyla
kolayca gösterilebilir ki;

〈X ,Y ∧ Z 〉 = 〈Y ,Z ∧ X 〉 = 〈Z ,X ∧ Y 〉

dir.
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Teorem 25: R3 standart Öklid uzayında
∀X = (x1, x2, x3),Y = (y1, y2, y3) ve Z = (z1, z2, z3) için
λ, µ ∈ R olmak üzere
1. X ∧ Y = −Y ∧ X (Vektörel çarpım anti-simetriktir.)

2. X ∧ Y = 0 (Vektörel çarpım alternedir.)
3. X ∧ (λY + µZ ) = λ (X ∧ Y ) + µ (X ∧ Z )
(λX + µY ) ∧ Z = λ (X ∧ Z ) + µ (Y ∧ Z )

4. (X ∧ Y ) ∧ Z = 〈X ,Z 〉Y − 〈Y ,Z 〉X
5. X ∧ (Y ∧ Z ) = 〈X ,Z 〉Y − 〈X ,Y 〉Z
X ∧ (Y ∧ Z ) + Y ∧ (Z ∧ X ) + Z ∧ (X ∧ Y ) ≡ 0

ve
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6. ‖X ∧ Y ‖ = ‖X‖ . ‖Y ‖ sin θ, θ iki vektör arasıaçıdır.
7. X ,Y ∈ R3 vektörleri üzerine kurulan paralelkenarın alanı
S = ‖X ∧ Y ‖ olur.
8. X ,Y ,Z ∈ R3 vektörleri üzerine kurulan paralelyüzün hacmi

V =

∣∣∣∣∣∣det
 x1 x2 x3
y1 y2 y3
z1 z2 z3

∣∣∣∣∣∣
dir.
9. X ,Y ,Z ∈ R3 vektörleri lineer bağımlıdır ancak ve ancak V = 0
10. X ,Y ,Z ,W ∈ R3 vektörleri için

(X ∧ Y ) ∧ (Z ∧W ) = det (X ,Z ,W )Y − det (Y ,Z ,W )X ,
(X ∧ Y ) ∧ (Y ∧ Z ) = det (X ,Y ,Z )Y

dir.
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Örnek 49: R3 standart Öklid uzayında köşelerinin koordinatları
A(−1, 2, 1),B(3,−2, 4 ve C (4, 3,−5
olan üçgenin alanınıhesaplayınız.
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Teorem 26: V , n−boyutlu bir reel iç çarpım uzayıve
W = span {β1, β2, ...., βm} olsun. Bir α ∈ V vektörünün W alt
uzayıüzerine dik izdüşümü olan vektör

İ zW α =
m

∑
j=1

〈α, βj 〉
〈βj , βj 〉

βj

dir.
Örnek 50: R3 standart Öklid uzayında
W = Span {α1 = (2,−1, 3), α2 = (1, 1,−2)}.alt uzayıveriliyor. α
vektörünün β = (3,−4, 2) vektörünün W alt uzayıüzerine
ortogonal izdüşümü olan vektörü bulunuz.
Örnek 51: R3 standart Öklid uzayında α = (1,−3, 2) vektörünün
x + y + z = 0 düzlemi üzerine ortogonal izdüşümü olan vektörü
bulunuz.
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Özel olarak; bir α ∈ V vektörünün sıfırdan farklıbir β vektörü
üzerine dik izdüşümü olan vektör

İ zβα =
〈α, β〉
〈β, β〉β

ve dik izdüşüm vektörünün uzunluğu

∥∥İ zβα
∥∥ = 〈α, β〉‖β‖

olur.
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Ödev: R2 standart Öklid uzayında α = (−2, 1) vektörü veriliyor.
1 α vektörünün β = (3,−4) vektörü üzerine ortogonal
izdüşümü olan vektörü bulunuz.

2 α vektörünün β = (3,−4) vektörü üzerine izdüşümü olan
vektörün uzunluğunu bulunuz.

3 α vektörünün 3x − 4y + 12 = 0 vektörü üzerine ortogonal
izdüşümü olan vektörü bulunuz.

4 α vektörünün 3x − 4y + 12 = 0 vektörü üzerine izdüşümü
olan vektörün uzunluğunu bulunuz.
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Teorem 27: V , n−boyutlu bir reel iç çarpım uzayıve
Sx = {x1, x2, ...., xn} cümlesi V vektör uzayının lineer bağımsız
bir vektör cümlesi olsun. Bu cümle

y1 = x1,

yn = xn −
n−1
∑
i=1
− 〈yi , xr 〉〈yi , yi 〉

yi ,2 ≤ n ∈N

formülleri ile Sy = {y1, y2, ...., yn} ortogonal vektör cümlesine ve
daha sonra da

en =
yn
‖yn‖

, 1 ≤ n ∈N

formülleri ile Se = {e1, e2, ...., er} ortonormal vektör sistemine
dönüştürülür.
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Teorem 28: V bir iç çarpım uzayıve {e1, e2, ....., en} de V nin bir
ortonormal bazıolsun.

1 ∀x ∈ V için

x =
n

∑
i=1
〈x , ei 〉ei

2 V de herhangi iki vektör x =
n
∑
i=1
xiei ve y =

n
∑
j=1
yjej ise

〈x , y〉 =
n

∑
i=1
xiyi

dir.
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Örnek 52: R3 standart Öklid uzayında
Sx = {x1 = (0, 1, 0), x2 = (0, 2, 1), x1 = (3, 2, 0)} vektör sistemini
ortonormal bir vektör sistemine dönüştürünüz.
Çözüm: I .Ad ım (Ortogonalleştirme):

y1 = x1 = (0, 1, 0)

y2 = −
〈y1, x2〉
〈y1, y1〉

y1 + x2 = (0, 0, 1)

y3 = −
〈y1, x3〉
〈y1, y1〉

y1 −
〈y2, x3〉
〈y2, y2〉

y2 + x3y3 = (3, 0, 0)

II .Ad ım (Ortonormalleştirme):
y1, y2 ortonormal vektörler olduğundan yalnızca y3 vektörünü birim
hale getirmemiz yeterli olacaktır. Yani; e3 =

y3
‖y3‖

= (1, 0, 0) ve

e1 = y1, e2 = y2 olduğundan

Se = {e1 = (0, 1, 0), e2 = (0, 0, 1), e3 = (1, 0, 0)}
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