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Lineer Dönüşümler Uzayı

n ve m boyutlu iki reel vektör uzayıV ve W olmak üzere , V
vektör uzayının bir tabanı

φ = {α1, α2, ...., αn}

ve W vektör uzayının bir bazı

ψ = {β1, β2, ...., βm}

şeklinde verilsin. A : V → W lineer dönüşümü altında 1 ≤ i ≤ n
için A(αi ) vektörlerini W vektör uzayının ψ bazına göre ifade
edelim. Bu ifade

A(αi ) =
m

∑
j=1

aji βj

ya da daha açık yazılı̧sla
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A(α1) = a11β1 + a21β2 + ...+ am1βm
A(α2) = a12β1 + a22β2 + ...+ am2βm

A(αn) = a1nβ1 + a2nβ2 + ...+ amnβm

olur ki bu da A : V → W lineer dönüşümü için

Aφ,ψ=


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
am1 am2 · · · amn


şeklinde bir matris belirtir.
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Tanım 31: n ve m boyutlu iki reel vektör uzayıV ve W olmak
üzere , V vektör uzayının bir tabanı

φ = {α1, α2, ...., αn}

ve W vektör uzayının bir bazı

ψ = {β1, β2, ...., βm}

şeklinde verilsin. Aφ,ψ ∈ Rm
n matrisine A lineer dönüşümünün φ

ve ψ bazlarına göre matrisi denir.
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Örnek 53: A : R2 → R3, A (x , y) = (x − y , x + y ,−x) lineer

dönüşümü verilsin. R2 ve R3 reel vektör uzaylarının

φ = {α1 = (2, 1) , α2 = (−1, 2)}

ve
ψ = {β1 = (0, 1, 1) , β2 = (1, 0, 1), β3 = (1, 1, 0)}

bazlarına göre A lineer dönüşümüne karşılık gelen Aφ,ψ matrisini
bulunuz.
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Örnek 54: A : R3 → R2, A (x , y , z) = (x − y + z , x + y − 2z)
lineer dönüşümü verilsin. R3 ve R2 reel vektör uzaylarının

φ = {β1 = (0, 1, 1) , β2 = (1, 0, 1), β3 = (1, 1, 0)}

ve
ψ = {α1 = (2, 1) , α2 = (−1, 2)}

bazlarına göre A lineer dönüşümüne karşılık gelen Aφ,ψ matrisini
bulunuz.
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Örnek 55: L : P2 → P2, L (p(x)) = x .p′(x) lineer dönüşümü
verilsin. P2 ikinci dereceden polinom fonksiyonların uzayının

φ =
{
1, 1− x , 1+ x2

}
ve

ψ =
{
1, x + 1, x2

}
bazlarına göre L lineer dönüşümüne karşılık gelen Lφ,ψ matrisini
bulunuz.
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Teorem 29: n ve m boyutlu iki reel vektör uzayıV ve W olmak
üzere , V vektör uzayının bir tabanıφ = {α1, α2, ...., αn} ve W
vektör uzayının bir bazıψ = {β1, β2, ...., βm} şeklinde verilsin.
A : V → W ve B : V → W lineer dönüşümleri için

(A+ B)φ,ψ = Aφ,ψ + Bφ,ψ

ve λ ∈ R

(λA)φ,ψ = λ.Aφ,ψ

dır.
Teorem 30: A : V → W lineer dönüşümünün V vektör uzayının
φ = {α1, α2, ...., αn} ve W vektör uzayının ψ = {β1, β2, ...., βm}
bazlarına göre matrisi Aφ,ψ ise ∀α ∈ V için

Aφ,ψ. [α]φ = [A (α)]ψ

dir.
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Örnek 55: R3 ve R2 reel vektör uzaylarının iki bazı, sırasıyla,

φ = {α1 = (0, 1, 1) , α2 = (1, 0, 1), α3 = (1, 1, 0)}

ve
ψ = {β1 = (2, 1) , β2 = (−1, 2)}

olsun. A =
[
1 −2 3
2 3 −1

]
olduğuna göre A matrisine φ ve ψ

tabanlarına göre karşılık gelen lineer dönüşümü bulunuz.
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Tanım 32: n -boyutlu bir reel vektör uzayıV ve V vektör
uzayının bir tabanıφ = {α1, α2, ...., αn} olsun. Bu durumda
A : V → V lineer dönüşümünün φ bazına göre matrisi Aφ,ϕ

matrisi kısaca Aφ ile gösterilir.
Tanım 33: n -boyutlu bir reel vektör uzayıV ve V vektör
uzayının iki farklıtabanıφ = {α1, α2, ...., αn} ve
φ′ = {α′1, α′2, ...., α′n} olmak üzere

α′j =
n

∑
i=1
pijαi

ile oluşturulan P = [pij ]n×n matrisine φ′ bazından φ bazına geçiş

matrisi ve P ′ =
[
p′ij
]
n×n

matrisine φ bazından φ′ bazına geçiş
matrisi denir.
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Örnek 56: R2 reel vektör uzayının iki bazı, sırasıyla,

φ = {α1 = (1, 1) , α2 = (−1, 1)}

ve
φ′ =

{
α′1 = (2, 1) , α

′
2 = (−1, 2)

}
olsun.

1 φ′ bazından φ bazına geçiş matrisini bulunuz.
2 φ bazından φ′ bazına geçiş matrisini bulunuz.
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Teorem 31: n -boyutlu bir reel vektör uzayıV ve V vektör
uzayının iki farklıtabanıφ ve φ′olsun. φ′ bazından φ bazına geçiş
matrisi P ve φ bazından φ′ bazına geçiş matrisi P ′ olmak üzere

P ′ = P−1

dir.
Örnek 57: R3 reel vektör uzayının iki bazı, sırasıyla,

φ = {α1 = (0, 1, 1) , α2 = (1, 0, 1), α2 = (1, 1, 0)}

ve

φ′ =
{

α′1 = (−1, 1, 1) , α′2 = (1,−1, 1), α′2 = (1, 1,−1)
}

olsun.

1 φ′ bazından φ bazına geçiş matrisini bulunuz.
2 φ bazından φ′ bazına geçiş matrisini bulunuz.
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Teorem 32: n ve m boyutlu iki reel vektör uzayıV ve W olmak
üzere , V vektör uzayının iki tabanıφ , φ′ ve W vektör uzayının iki
bazıψ , ψ′ olsun. φ′ bazından φ bazına geçiş matrisi P ve ψ′

bazından ψ bazına geçiş matrisi Q olmak üzere A : V → W lineer
dönüşümü için

Aφ′,ψ′ = Q
−1Aφ,ψP

dir.
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Örnek 58: A : R3 → R2, A (x , y , z) = (x − y + z , x + y − 2z)
lineer dönüşümü verilsin. R3 reel vektör uzayının iki bazı, sırasıyla,

φ = {α1 = (0, 1, 1) , α2 = (1, 0, 1), α2 = (1, 1, 0)} ,
φ′ =

{
α′1 = (−1, 1, 1) , α′2 = (1,−1, 1), α′2 = (1, 1,−1)

}
ve R2 reel vektör uzayının iki bazı, sırasıyla,

φ = {α1 = (1, 1) , α2 = (−1, 1)} ,
φ′ =

{
α′1 = (2, 1) , α

′
2 = (−1, 2)

}
olsun.

1 Aφ,ψ matrisini bulunuz.
2 Aφ′,ψ′ matrisini bulunuz ve Aφ′,ψ′ = Q

−1Aφ,ψP eşitliğini
sağladı̆gınıgösteriniz.
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Sonuç: n ve m boyutlu iki reel vektör uzayıV ve W olmak üzere ,
V vektör uzayının iki tabanıφ , φ′ ve W vektör uzayının iki bazıψ
, ψ′ olsun. A : V → W lineer dönüşümü için Aφ′,ψ′ ve Aφ,ψ

matrisleri denktir.
V = W ise V vektör uzayının iki tabanıφ , φ′ olmak üzere
A : V → V lineer dönüşümü için

Aφ′ = P
−1AφP

dir.
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Sonuç: n boyutlu bir reel vektör uzayıV ve bu vektör uzayının bir
tabanıφ ve V vektör uzayının bir tabanıφ olsun. A : V → V
lineer dönüşümü için Aφ = In ise A dönüşümü V vektör uzayının
özdeşlik dönüşümü olur.
Teorem 33: n boyutlu bir reel vektör uzayıV ve bu vektör
uzayının bir tabanıφ olsun. A : V → V lineer dönüşümünün φ
bazına göre matrisi olan Aφ regüler matris ise tersi mevcut ise
A : V → V lineer dönüşümünün de tersi vardır ve(

A−1
)

φ
=
(
Aφ

)−1
dir.
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Teorem 34: n boyutlu bir reel vektör uzayıV ve bu vektör
uzayının iki tabanıφ ve φ′ olsun. A : V → V lineer dönüşümünün
φ bazına göre matrisi olan Aφ regüler matris ise tersinin mevcut
olmasıiçin gerek ve yeter şart A : V → V lineer dönüşümünün de
tersinin mevcut ve (

A−1
)

φ
=
(
Aφ

)−1
olmasıdır.
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