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Kuresel Simetrik Potansiyellerde Schrodinger Denklemi

+Z¢ yukli c¢ekirdek ve -e yikli elektrondan olusan sistemin
potansiyeli kiiresel simetrik Coulomb potansiyelidir:

/=1 H atomu,
/=2 He" 1yonu,
Z=3 Li"*iyonu

icin kiitle merkezi neredeyse cekirdekle cakisir ve indirgenmis kiitle
ise neredeyse elektronun kiitlesine esittir. Dolayisiyla ¢ekirdegi
durgun sayabiliriz ve bir onceki bolimde elimizde kalan denklemi
cekirdegin Coulomb alani i¢inde hareket eden elektronun Schrodinger
denklemi olarak alabiliriz.




2
H=—+Vr
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Hamiltoniyeni, uzaysal donmeler altinda degismezdir. Hamiltoniyenin
donmeler altindaki degismezligi, bir korunum yasas1 verir: Acisal
momentumun korunumu.

Bunu gostermek i¢cin z eksemi etrafinda 0 acili sonlu bir donme
disiinelim:

x| [cos® —sinf 0| x

y Flsin@ cos 0]y

7 0 0 1/iz

Bunun sonsuz kiiciik d6 donmes1 halindeki 1fadesi

Xx'=x—ydd
y' =y +xdf
Z' =7z

dir.




Schrodinger denklemini x', y', z' sisteminde yazalim:

HU (x',y', z'") = eU(X, y', 2"
HU(x —ydO,y +xd0, z) = eU(x —yd0, y +xd6, z )

U(x — ydO, y + xdO, z ) fonksiyonunu X, y, z noktas1 civarinda seriye
acip ikinci ve daha yiiksek terimleri thmal edersek

H|U|x,y,z|—d8y oU +dOx U =e|U|x,y,z)—dOy oU +dOx oU
O X oy O X oy
elde ederiz. Ik terimler birbirini gotiiriir ve geriye
o, 0 0 0
H ——y—|U YL | — ~ @ Y~ GU sy
X&y Y 5% xy.z) Xay Y 5% xy.z)
esitligl kalir. Burada
- 0 0
L=—ili|x——y—
= X@y y@x




Burada

(8,0

L =—ih
= oy 7 0Ox

olmak uzere

H,L,|=0

yerdegistirme bagintisi1 bulunur. A¢isal momentum bilesenleri

i:f(yPZ—zPy)+j(sz—xPZ +IA<(xPy—yPX

acilimindan elde edilir. z ekseni yerine x veya y ekseni etrafinda
sonsuz kiiciikk donmeler alinirsa, benzer sekilde

HL,J|=0 ve |HL,=0

bagintilar1 bulunur. Bu bagintilar ag¢isal momentumun g
bilesenininve dolayisiyla ag¢isal momentum vektoriiniin hareket
sabiti oldugunu soyler.




Buradan L nin de hareket sabiti oldugu anlasilir:

'H,L?]=0

Diger taraftan, acisal momentum bilesenlerinin asagidaki yer
degistirme bagintilarin1 sagladiklar1 gosterilebilir:

=inL, |L, L,

L,L,|=inL, |L,L,

=ihLy

Bu bagintilardan, L' nin {i¢ bileseninin de L* ile yerdegistirdigi ortaya
cikar

'H,L’|=0

Tlretilen bu bagintilardan, kendi aralarinda yerdegistiren tam
islemciler kimesi, H, L* L olarak secilebilir. Dolayisiyla bu iig

islemci ortak 6zfonksiyonlara sahiptir. Hidrojen atomuyla ilgili tiim
bilgiler, bu ortak 6zfonksiyonlar araciligiyla elde edilirler.




Bu 0zfonksiyonlar1 bulmak i¢in asagidaki 6zdesligi yazalim:
L*+(r.pl’=r?p*+ikir.p

Bu 6zdeslikten p* ¢ekilirse

2_ —1],2( 0 0 2 0 42
p " h(rﬁr)(rar +hr6r L]
PZ__h2 0 (r2 8)_L2
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2[1 Zpr or or

1fadesi bulunur ve

2

Zp—m+V(r)]U(r)=EU(r)

Schrodinger denkleminde yerine yazilir.




Boylece

-
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1oy, o\, 1o L’ _2p _
(ra’")(rar)-l-r or #r2 #2 virl|Ulr|=EUIr|

denklemi elde edilir. L* kiiresel koordinatlarda yalnizca 6 ve ¢' ye
bagli oldugundan

Ulro,¢)=RIr|Y (0,0

¢Oozumu yukaridaki denklemde yerine konulursa

r2

R(r)

1d
r dr
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denklemine ulasilir.




Bu ifadede sol taraf sadece r degiskenine sag taraf ise 0 ve ¢' ye bagh
oldugundan bu denklemin saglanmasi i¢in esitligin her iki tarafinin da
bir sabite esit olmasiyla miimkiindiir: A.

L’Y 0,0 |=AR"Y (6,0

_ K’

T R(r|=ER|r|

1dj).d
r dr dr

denklemleri elde edilir.
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