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Acisal Momentumun Analizi

Bu kesimde a¢isal momentumun kuantum teorisini en temel
yanlartyla inceleyecegiz. L* ve L ' nin 6zdeger denklemini ¢6zmeye

calisacagiz.

Kiiresel koordinatlarin

X =1 sInf cosQ , y =1 s1nf sinQ , Z =1 cosO

tanimim1  kullanarak ag¢isal momentum  bilesenler1  kiiresel
koordinatlarda
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olarak bulunur. Gortildiigi gibi L? yalnizca 0 ve ¢' ye baghdir.

Cebirsel yontemle acisal momentum analizinde ¢ok Onemli rol
oynayan

L =L +iL, ve L =L -iL,
islemcilerini tanimlayalim. L, ve L islemcileri Hermitik degillerdir:

(L )=L  (L)=L,




Bu iki 1slemci ile 1lgili asagidaki yerdegistirme bagintilari hemen
gosterilebilir:

L,,L ]=hL,
L ,L ]=-hL
L ,L ]=2hL
L2,L,]=0

Son olarak da acisal momentumun karesi

L*=L +L5+L;
=L, L_+L°—hL,
= L L _+L’+hL,

seklinde ¢esitli ifadelerle yazilabilir.




L ve L* nin 6zdeger denklemlerini ¢ozmeye baslayabiliriz.

L Y(6, ¢) =mhY(6, ¢)

L2Y(6, ) =4 (£ +1)R’Y(6, ¢)

Once L _i¢in olan denklemi ¢dzmeye ¢aligalim.

—1ha¢ 6,p)=mArY|(6,0p]

Bu denklem
Y (0.0)=0(0|D(¢)
seklinde 0 ve ¢ degiskenlerine ayrilarak ¢oziilebilir:

%@(cp)#m@(cp)




Bu diferensiyel denklemin ¢oziimii
@ (p|=Ce™”

seklinde olup C bir boylandirma sabitidir: C = 1/(2n)"? . Cozliimiin ¢'
deki degeriyle ¢+2n' deki degerinin ayni olmasi gerektiginden m
yalnizca

m=0,=%l, £2,+3, ...

tamsay1 degerlerini alir. ®(¢p) 6zfonksiyonlar:1 birim boylu ve karsilikli
diktirler:
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Y (0, ¢) ¢oziimlerin1 Y, (0, @) seklinde / ve m indisleriyle yazabiliriz.

<Y, |Y, >=3,35
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Simdi de
Y (0.¢)=00|D(]

1fadesini
L*Y(0, 9) =4 (£ +1)R*Y(6, ¢)

denkleminde yerine yazarsak
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Seklinde baglh Legendre diferensiyel denklemi elde edilir. Bu
denklem ¢oziilerek ®, (0) fonksiyonlar: bulunur ve @ (o) ile

birlestirildiginde Y, (6, ¢) kiiresel harmonikleri elde edilmis olur.

Burada L*' nin 6zdeger denklemi islemci yontemiyle ¢oziilecek.




<Y, [IL’Y, >=<LY, |[LY, >+ <LyY1,m|LyY[m >+<LY, [LY, >

skaler carpimindan

! (L +1)>0

'

sonucu bulunur. §imdi de (LY, ) fonksiyonlarma L? ve L ' yi

uygulayalim:

L*L,Y, )= ! (L +1DR(LY i)

LY, )=(m= Da(L,Y, )

Bu sonuclardan sonra

LY, =C.({.mY

[,m:i:l

yazabiliriz.




L, 1slemcilerine arttirma ve azaltma islemcileri (ya da yiikseltme ve

alcaltma islemciler1) genel olarak da basamak islemciler1 adlar
verilir.

LYK ve LY, fonksiyonlarinin
<LY, IL)Y, >=<Y, |[LL)Y, > >0
<LY, [LY, >=<Y, [LLY, >>0
kendileriyle skaler ¢arpimlarina bakacak olursak
! (L +1) = m(m+1)
L (¢ +1)>m(m-1)
esitliklerini buluruz. Bu da

! <m </

sinirlamasina yol acar.




C, boylandirma katsayilarin1 bulmak igin

Y/mlLiY/m > :lci (/’ m) |2 < |C (/ m) |2

rmir | Y

1fadesine bakarsak

C+(l,m):h\/l(l+1)—m(m+1)

C_(l,m):h\/l(l+1)—m(m—1)

olarak bulunurlar.

L 1slemcilerinin diferensiyel ifadeler1 de

L, (lLm|=rhe*® + 9 ticot-2_

o0 ac/)

seklinde verilir.




L, islemcisini Y] ye uygularsak sifir buluruz: L, Y, = 0.

o . o il __
7] %-I—ICOtQ% @11(9)€l¢—0

diferensiyel denkleminin ¢oztimiinden
®,(0]=C(sin @)
bulunur. Boylece
Y, (6,)=A(sin6 )I e''?

kiiresel harmonigi elde edilir. Bu fonksiyona L 1slemcisini uygulaya

uygulaya Y, (0, ¢)' y1 elde ederiz. Bu fonksiyonlari, bagl Legendre
cok terimliler1 cinsinden ifade edebiliriz:

21+1)[I—m]!
47T(l+m)!

Y 0.0p)=(—1]"
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