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Isinsal Denklemin Cozumu
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Bu 0zdeger denkleminin, hangi E degerler1 i¢in fiziksel olarak kabul
edilebilir ¢oziimleri bulundugunu saptamaya c¢alisacagiz. V(r)=-Ze*/r
alacagiz ve bagli durumlari, E<0, inceleyecegiz: E=-|E].
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tanimlamalarini yaparsak 1sinsal denklem
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halini alir.




Bu denklemi ¢ozmek i¢in R(p)' nun biiyiik ve kiiciik p' lardaki
davranislarina bakilir.

Blytlk p'larda (p — )

R(p) — e””

ve kiiciik p' larda (p —0)

R(p) — p’

asimtotik davranislarini buluruz.
Bu davranislar1 gozontlinde tutarak artik 1sinsal denklem ic¢in

R(p)=p" e”* H(p)

bi¢ciminde ¢O0ziim arayabiliriz.




H(p)' nun saglayacagi diferensiyel denklem
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olarak bulunur. Bu denklemi ¢6zmek 1¢in H(p)' yu
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seklinde p' nun bir kuvvet serisi olarak alip a acilim katsayilarimni

bulmaya c¢alisirsak,
a = s+tl+1—A J
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yineleme bagintisini elde ederiz. a_, /a' nin «' daki davranisi e”' nun

aciliminda ¢ok yiiksek kuvvetli ardarda gelen 1ki terimin
katsayilarinin oraniyla aynidir.




Dolayistyla H(p)' nun p — o' daki davranisi e” seklinde olacagindan
R(p) ifadest p — o 1¢In

R(p) — oo

olur. Oysa ki fiziksel ¢oziim halinde p — oo 1¢in R( p) — 0 olmalidir.
Bunun 1¢in de H(p) kuvvet serisinin sonlu terim i¢cermesi, yani belirli

kuvvette serinin kesilmesi gerekir: s=n"1¢in a_, =0 olmalidir. Yani
A=n't/{+1=n

olmalidir. Verilen bir n degeri i¢in /, n-1 degerini asamaz:
/=0,1,2,...,n-1

Bu bagint1 ayn1 zamanda bize enerji 6zdegerlerini vertir:
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Enerj1 0zdegerlerini, o 1nce yapi1 sabiti ve durgun kiitle enerjisi
cinsinden
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seklinde yazabiliriz.

Dikkat edilirse enerji sadece n' ye bagh olup ¢ ve m kuantum

sayilarina bagl degildir. Verilen n degeri ic¢in, ayn1 n' 1i fakat farkli /
ve m' i tim durumlar aymi enerjilidir; yani enerji diizeyleri c¢ok
katmerlidir. Verilen bi n degeri icin enerjideki katmerlilik sayisi
n*' dir.




Bagli Laguerre ¢okterimlilerinin sagladigi

sagladig: diferensiyel denklemin p=2/+1 ve g=n+l degerleri i¢in
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ifadesiyle ayni oldugu goriillir. Bu nedenle H(p) L. cok

terimlilerinden baska bir sey degildir. Dolayisiyla 1sinsal dalga
fonksiyonlar1 hidrojen ve hidrojen benzeri atomlar i¢in

Rm“+:_J

olarak yazilabilir.
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Hidrojen Atomunun Dalga Fonksiyonlari

Hidrojen atomunun elektronunun tam dalga fonksiyonlari
Unlm (1",9,(]5) :Rn[ ( I") Ylm (6:¢ )

olup, buradaki »n, /, m kuantum sayilar1

n=1,2,3,...,0 bas kuantum sayisi1
/=0,1,2, ..., n-1 a¢isal momentum kuantum sayisi
m=-{,-/+1, ..., +/  manyetik kuantum sayisi

degerlerini ve adlarini alirlar. U, (r, 0, ¢) fonksiyonlar1 H, L*, ve L_
islemcilerinin ortak 6zfonksiyonlaridir:

HU”/m (r’ e’ gﬂ):EnUn/m (r’ e’ §0)
LU, (.6, 9)=/(+1)p°U,, (r, 6, ¢)
LzUn/m (I', 9’ @):Wﬂj Un/m (I', ea (0)




Bu 0zfonksiyonlar 1' e boylandirilmistir:
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Kiiresel harmoniklerin 1' € boylandirilmasi diistintiliirse
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seklinde boylandirildiklar1 bulunur. Herhangi bir durumda bulunan bir
atomun ortalama yaricapi, ortalama Coulomb enerjisi gibi
bliytikliikler1 hesaplamak 1¢in
<rk>nl=jﬂo rkt2(R |°dr
0

nl

integralini bilmemiz gerekir.




Hidrojen Benzeri Baska Sistemler

a) Miyonik Hidrojen Atomu

Miiyon dogada kisa 6mrii (t = 2.2 x 10°s) ve agirca kiitlesi (207 elektron
kitlesi) disinda tiim Ozellikleri elektronla ayni olan bir parcaciktir. Hidrojen
atomunda elektron yerine -e yiikli milyonun konmasiyla olusan bagh
sisteme miiyonik hidrojen atomu diyebiliriz: (pw).

b) Milyonyum ve Pozitronyum Atomlari

Cekirdek olarak + yiiklii miiyon ile elektronun olusturdugu bagli duruma
miiyonyum atomu denir: (u'e’).Bu atomun 6mrii 2.2x 10°s kadardir.

Pozitronyum ise + yiiklii pozitron ile elektronun olusturdugu atomdur: (e*e)

¢) Rydberg Atomlari

Yiiksek derecede uyarilmis bir hidrojen atomu ya da hidrojen tiiri iyona
“yliksek Rydberg durumunda”dir denir. Bu atomlarda n bas kuantum sayisi
n=100' lere varir. Bu durumdaki atoma “Rydberg atomu” denir.




PROBLEMLER

1) a) Hidrojen atomunda, b) doteryum atomunda ve ¢) pozitronyum
atomunda 2p — 1s gecislerinin dalga boylarini1 bulup karsilastiriniz.

2) Hidrojenin radyoaktif 1zotopu olan trityum atomunun cekirdegi
bir proton ve iki notrondan olusmaktadir. Taban durumundaki bir
tirityum atomu, birden bire H> — H’ + ¢ + V_ ¢ekirdek tepkimesi

sonucunda Helyum-3 iyonuna doniisiiyor. He® iyonunun taban
durumunda kalma olasiligin1 hesaplaymiz.

3) Hidrojen atomu
1
Yo (n9,¢)=€[4 Uijpt3 Uy — Uzoo"'\/TO U21,—1]

dalga fonksiyonu ile verilen bir durumdadir. a) Enerjinin b) L*' nin
¢) L ' nin beklenen degerlerini hesaplaymiz.
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