TUREV VE UYGULAMALARI

Ac R,a€ A vefde A datanimli bir fonksiyon olsun. Eger

lim fO)-f(a)

x—-a xX—a

limiti veya x=a+h koymakla elde edilen

lim flat+h)-f(a)
h—0 h

Bu tiirev f'(a), 3—£ (a),Df(a) sembollerinden biri ile gosterilebilir.

limiti varsa f fonksiyonu a noktasinda tiirevlendirilebilir denir.

Tiirev Alma Kurallarn::

1. f(x) =cise f'(x)=0 dir.
2. n€Nigin (x") = n.x" 1 dir.

3. f tiirevlenebilen bir fonksiyon ve c bir sabitse

[cfR] =cf'x)

4. fveg, A CRiizerinde tanimli ve x € A noktasinda tiirevlenebilen fonksiyonlar ise
f +g de x noktasinda tiirevlenebilir ve

[f)+g®] =f'(x)+gx)

dir.
5. f ve g, x noktasinda tiirevli iki fonksiyon ise f.g de x noktasinda tiirevli olup

[f().g)]" = f'®)g(x) + fg'x)

6. g(x)#0ise 5 de x noktasinda tlirevli olup

f(X)l' _ ) 9(x) —g'). f(x)
[9(0)]?

g(x)
olur.

7. f fonksiyonu x de, g fonksiyonu f(x) de tiirevli ise g 0 f fonksiyonu x de tiirevli olup



(go ') =[g(f®)] =g'(f@)f' @
dir.
Baz1 Ozel Fonksiyonlarin Tiirevleri
% (sinx)’ = cosx
% (cosx)' = —sinx
< (tanx)' =1+ tan’x = sec’x
< (cotx)' = —(1+ cot?x) = —csc?x

% (secx)’ =secx.tanx

X3

*

(cscx)' = —cscx.cotx

(logg x)" = %loga e

X/
°

% (Inx)' =§

% (a*) =a*Ina

o (eX) =e*
Genel olarak, u, x degiskeninin bir fonksiyonu ise

e (sinu)' = (cosuw)u’

e (cosu) = (—sinw)u’

e (tanu) = (1 + tan®u)u’
e (cotu) =—(1+ cot>w)u’
e (secu) = (secu.tanu)u’
e (cscu) = —(cscu.cotu)u’

o [logu] = u; log, e
o [a*]' =a*u'Ina
o [e"] =e™u

olur.



Kapah Bicimde Tanimlanan Fonksiyonun Tiirevi

Bilindigi gibi F(x,y)=0 bi¢cimindeki bir bagintiyla tanimlanan fonksiyonlara, kapali bicimde
verilmis bir fonksiyon veya kisaca, bir kapali fonksiyon denir. Boyle bir fonksiyonun tiirevini
bulmak i¢in F(x,y)=0 esitliginde her iki tarafin x’e gore tiirevi alinir, bulunan esitliklerden
y'cekilir.

Ornek:

3y2+xy+x%>=0 esitligi ile tammlanan fonksiyonun tiirevini hesaplayiniz.

Coziim:
Her iki tarafin tiirevi alinirsa
6yy +v+xy' +2x =0 T2y
= ey = —
Yy Ty TXy X y 6y + x

elde edilir.

Yiiksek Mertebeden Tiirevler
y=f(x) fonksiyonu verildiginde
r_ 4y _ g
y =2 =)
tiirevine y nin tlirevi veya y nin birinci tiirevi denir. Eger y'=f"(x) fonksiyonu da tiirevlenebilir

1Se

d (d d?
Y =y = ()= =@ =P

tiirevine y nin ikinci tiirevi denir. y" ikinci tiirevi de tiirevlenebilir ise

d d (d*y\ d3y
. m_—__— [ 2 ) =2 — 0 — 3)
dx ") dx <dx2> dx3 Y Y

tiirevine y nin ti¢lincli merteben tiirevi denir. Daha yiiksek mertebeden tiirevler de benzer
sekilde tanimlanir. Genel olarak



dir. Yani her mertebeden tiirev, bir 6nceki tiirevin tiirevidir.
Ornek:

y = 6x* + x3 — 5x? fonksiyonunun ii¢lincii mertebeden tiirevini bulunuz.

Cozim:
y' = 24x3 + 3x% — 10x
y' = (') =72x*+ 6x— 10

y'" = (") =144x+ 6

elde edilir.



TUREVIN UYGULAMALARI

Tiirevin Geometrik Yorumu

y=f(x) denklemi ile verilen siirekli bir f fonksiyonunun grafigi iizerinde bir A noktas1 alalim.
Egri iizerinde diger bir hareketli nokta P olsun. P noktas1 A noktasina yaklastiginda AP kirisi

konum degistirir. P noktasinin A ile ¢gakismasi durumunda AP kirisini pozisyonuna, egrinin A
noktasindaki tegeti denir.

A

y y=1f(x)

P noktasi egri lizerinde A ya dogru hareket ettiginde AP kirisi t tegetine yaklasir. Su halde x,

a noktasina yaklasirken Ap kirisi tegetine yaklasir. x, a ile ¢akisirken AP kirisi de t tegeti ile
cakisir. Buna gore tegetin egimi olan m sayis1 i¢in m = lim L2~/@

xX—-a X—a

olur. Sag taraf f nin a noktasindaki tiirevi olacagindan m=¢”(a) bulunur. Bir noktasi ve
egimi bilinen dogrunun denklemi

Yy = Yo = m(x — xo)
oldugundan , tegetin denklemi
y—f(@a)=f(a)x—-a)

olur.



Birinci Tiirevin Yorumu (Artan-Azalan Fonksiyonlar)

% f fonksiyonu [a,b] de siirekli ve (a,b) nin her bir noktasinda tiirevli olsun. Her x € (a,b)
icin f°(x)>0 ise f,[a,b] de artan, f°(x)<0 ise f,[a,b] de azalandir.

Ikinci Tiirevin Yorumu (Konveks-Konkav Fonksiyonlar)

Tamim:( Konveks ve Konkav kiime ) K c R? olsun. Eger K kiimesinin herhangi iki
noktasini birlestiren dogru parcasi K kiimesinin i¢inde kaliyorsa K ya bir konveks kiime ad1
verilir.

f fonksiyonu [a.h] de siirekli bir fonksiyon olsun. Eger K={(x,y): x €[a,b] ve y > f(X)}

kiimesi , yani fonksiyonun grafiginin iist tarafinda bulunan bolge konveks ise f fonksiyonu
konvekstir veya yukari biikiimliidiir denir. Eger bir fonksiyon grafiginin alt tarafinda kalan
bolge konveks ise egri konkav veya asagi biikiimliidiir.

% f :Ja,b] >R fonksiyonunun (a,b) {izerinde ikinci tiirevi var olsun. Eger Vx € (a, b)
icin f7’(x)>0 ise f fonksiyonu [a,b] de konveks, f”'(x)<0 ise konkavdir.

Maksimum-Minimum

% f:[a,b] — R fonksiyonunun bir ¢ €(a,b) noktasinda bir yerel minimumu veya
maksimumu varsa f fonksiyonu ¢ noktasinda tiirevlenebiliyorsa f’(c)=0 dur.

R

% A C R kiimesi lizerinde taniml, reel degerli bir f fonksiyonu verildiginde

f°(c)=0 sartin1 saglayan c noktalarma f fonksiyonunun duraklama noktalar: veya kritik
noktalar1 denir.

% f: [a,b] >R fonksiyonunun kritik noktalari ¢y, ¢, ..., Cp, tiirevsiz oldugu noktalar

S1,S2, ., Sy 158

{f(a);f(c1); f(Cz), """ f(cp);f(sl): ----- f(sr)'f(b)}

kiimesinin en biiyiik elemani f nin mutlak maksimum (en biiyiik) degeri, en kiiciik
elemani f nin mutlak minimum (en kiigiik) degeridir.



% f fonksiyonu (a,b) araliginda tiirevli, ¢ noktas: f fonksiyonunun bir duraklama
noktasi, f”’(c) mevcut ve sifirdan farkli olsun.

(1) Eger f”’(c)>0 ise c de bir yerel minimum,
(2) Eger /”’(c)<0 ise c de bir yerel maximum,vardir.

Maksimum- Minimum Problemleri
Bir maksimum- minimum problemini ¢6zmek i¢in asagidaki yolu izlemek yararli olur.

(1) Problemde verilenler degiskenlerle gosterilir.

(2) Maksimum ya da minimum olmasi istenen ¢oklukla ilgili bir ifade bulunur.

(3) Verilenler kullanilarak baz1 degiskenler yok edilir. Tek degiskenli bir
fonksiyon elde edilir.

(4) Probleme gore degiskenin sinirlari tespit edilir.

(5) Kritik noktalar bulunur.

(6) Fonksiyonun kritik noktalar ve araligin u¢ noktalarindaki degerleri bulunur.

(7) Bulunan fonksiyonun degerlerinin en kii¢tigli fonksiyonun en kiiciik degeri,
en biiyiigii de fonksiyonun en biiyiik degeridir.

BELIRSiZ SEKILLER:

+¢ Bir f fonksiyonunun konvekslikten konkavliga veya konkavliktan konvekslige gectigi ve fonksiyonunun
stirekli oldugu noktaya doniim (biikiim) noktasi adi verilir.

Teorem:

% L’ Hospital Kurah

f ve g, a noktasinda siirekli, a nin bir delinmis komsulugunda tiirevli iki fonksiyon ve bu komsuluktaki her x
icin g’(x)#0 olsun. Eger

lim f(x) = lim g(x) = O ise
x—=a x—a

lim D) = lim feo
x~ag(x) x-ag'(x)

dir.

. g Belirsizlik Hali



biciminde yazilabilir. Bu
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Bu belirsizlik halinde de L* Hospital Kurali gegerlidir. Zira % =

durumda g belirsizligi % belirsizlige doniisir.
0.c0 Belirsizlik Hali

esitligi yardimryla 0.c0 belirsizligi g veya 2 haline getirilebilir.
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oo-0o Belirsizlik Hali

1 1

Bu belirsizlik hali, u — v = 2% esitligi yardimiyla 5 belirsizlik haline donistiirebilir.

uv

0°,00°,1* Belirsizlik Halleri

x sonlu bir degere veya +o degerlerine yaklastiginda y = [u(x)]°™ bigimindeki fonksiyonlar bu
belirsizlik hallerinden birini verebilir. Bu durumda her iki tarafin logaritmas1 alinarak

Iny = v(x)In u(x)

esitligi elde edilir. Sagdaki ifadenin limiti, 0.00 belirsizligine sahip olur. Bu limiti bilinen yolla
hesaplanir.

limlny = A ise limy = e* olur.
xX—=a x—=a



