0. ON BILGILER

0.1. Analitik Fonksiyonlar

Tanim 0.1.1. D kompleks diizlemde bir bolge ve f, D ilizerinde tanimli kompleks degerli
bir fonksiyon olsun. Eger bir z, € D igin

limiti varsa bu durumda f ye z, da diferensiyellenebilirdir denir. Bu limite f nin z, daki

tiirevi denir ve f'(z,) ile gosterilir.

Tamm 0.1.2. D kompleks diizlemde bir bolge ve f, D {izerinde taniml kompleks degerli
bir fonksiyon olsun. Eger bir z, €D i¢in f'(z,) mevcut ve z, m bir komsulugundaki her
noktada f’(z) tiirevi varsa bu durumda f ye z, da analitiktir denir. Eger f D nin her

noktasinda analitik ise veya esdeger olarak f D nin her noktasinda diferensiyellenebilir ise
bu durumda f ye D de analitik denir

Tamm 0.1.3. D kompleks diizlemde bir bolge ve f, D {izerinde tanimli kompleks degerli bir
fonksiyon olsun. Eger bir z, € D i¢in f, z, da analitik degil fakat z, in her komsulugundaki
en az bir noktada analitik ise bu durumda z, a f nin bir singiiler noktas: denir. Eger f , bir
z,, singiiler noktasinin bir komsulugunda bulunan her noktada analitik ise z,, a ayrik singiiler
nokta adi verilir.

Tanmim 0.1.4. C kompleks diizlemin tamaminda analitik olan bir fonksiyona tam fonksiyon
denir.

Teorem 0.1.5. Eger w= f(Z) =U(X,y)+Iiv(X,y) fonksiyonu bir D bolgesinde analitik ise bu

durumda reel degerli U ve v fonksiyonlart D bolgesinde harmoniktir. Yani, U ve v nin D de
stirekli birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirevleri vardir ve burada ikinci kismi tiirevler i¢in

u,+u, =0, v_+v, =0

XX yy XX yy
Laplace denklemi saglanir.

Teorem 0.1.6. Eger D kompleks diizlemde basit baglantili bir bolge ve u(x, y) D de harmonik
bir fonksiyon ise bu durumda u(X, y) nin D de daima bir v(x, y) harmonik eslenigi vardir. Yani
Syle bir v(x, y) reel degerli fonksiyonu bulunabilir ki w= f(z)=u(x, y)+iv(x, y) fonksiyonu
D de analitiktir.



0.2. Konform Doniisiimler

Tamm 0.2.1. w= f(z), z, noktasimn bir komsulugunda tammli bir déniisiim olsun. Eger f ,
Z,dan gecen yonlendirilmis egriler arasindaki agilar1 yon ve bilyiikliikk bakimindan koruyorsa

bu durumda W= f(z) déniisiimiine z, da konformdur denir.

Teorem 0.2.2. w= f (Z), Z, noktasinin bir komsulugunda tanimli bir doniistim olsun. Eger
f(z,)#0 ise budurumda f, z, da konformdur.

Ornek 0.2.3. f (Z) =e” doniisiimii kompleks diizlemin tamaminda konformdur.

Coziim. VzeC icin f'(z)=e” #0 oldugu agiktir. Ciinkii €* =e* cos y +ie* siny =0
olmast durumunda aynmi anda cosy=siny =0 olmasi gerekir ki bu miimkiin degildir.

Dolayistyla f kompleks diizlemin tamaminda konformdur. Ornegin birbirini dik kesen
X=a ve y =b dogrularin goriintiileri de dik kesisirler:

Z=X+iy—= e =e*e¥ = pel/
(x.y)—(p.9)=(e".y)
oldugundan p=e*, g=y den x=a = p=e®, y=b=¢=b (yani, orijin merkezli e®
yarigapli gember ve orijinden ¢ikan pozitif reel eksen ile b agisi yapan 1s1n) elde edilir. p =e®

ve ¢ =b arasindaki ag1 diktir, ¢linkii merkezden ¢ikan bir 151n ile ¢gemberi kestigi noktadaki
teget dogrusu birbirine dik olur.

Ornek 0.2.4. w= f(z)=sinz doniisiimii —% <X< %, y € R diisey seridini bire-bir ve

konform olarak u<-1,v=0 ve u>1, v=0 1sinlar1 boyunca kesilmis w-diizlemi iizerine
doniistiiriir.

Coziim. u +iv =sin Z = sin X cosh Y +i cos Xsinh y denkleminden

U =sin Xcosh y
V =cos Xsinh y

dir. Buradan —% <a< %, y € R olmak ilizere X =a dogrularinin goriintiileri odaklar1 (£1,0)

u? v2

olan ——————=1 hiperbolleridir. X =a dogrusunun goriintiisii & pozitif iken hiperboliin
sin

a cos”a
sag dali ve a negatif iken hiperboliin sol dalidir. X=0 dogrusunun goriintiisii v-eksenidir

(Benzer diisiinceyle —%<x<%, y=b yatay dogru pargalari odaklart (+1,0) olan

u? v?

-—+———=1 elipsleri lizerine doniisiir. y=b dogru pargasinin goriintiisii b pozitif
coshb sinh~b




iken elipsin ist yarist ve b negatif iken elipsin alt yarisidir). Verilen serit {izerinde
f'(2) = cos z # 0 oldugundan doniisiim konformdur.

Ornek 0.2.5. Ters siniis fonksiyonunun esas degeri olan w= f (z) = Arcsin z fonksiyonu:
2 2

X y
sinu cos’u

edilirse bu denklem Xy -diizleminde odaklari (£1,0) olan hiperbol gosterir. Odaklara olan
uzakliklar farki 2 sinu dur. Dolayisiyla hiperbol {izerinde bulunan bir (X, y) noktasi i¢in

X+1y =sin W=sin U coshV+icosusinhv den

=1 dir. Eger u sabit kabul

2sinu :\/(x+1)2 +y’ —\/(x—l)2 +y?

denklemi saglanir. Buradan

\/(x+1)2 +y? —\/(x—l)2 +y?
2

u(x, y) = Arcsin

elde edili. Bu denklemde kullamlan fonksiyon icin —%< Arc sint<% esitsizligi

2 2
saglanmaktadir. Benzer diisiinceyle X —+ 'y —=1 denkleminde v sabit kabul
cosh”v sinh”v

edildiginde odaklar1 (£1,0) ve biiyiik eksen uzunlugu 2 coshV olan elips elde edilir. Dolayisiyla

elips tlizerinde bulunan bir (X, y) noktasi i¢in

2coshv = \/(x+1)2 +y? +\/(x—1)2 +y?

denklemi saglanir. Buradan

\/(x+1)2 +y? +\/(X—1)2 +y’

V(X, Y) = (sgn y)Arc cosh 5

elde edilir.

Ornek 0.2.4. de z ve W nin rollerini degistirdigimizde goriiriiz ki W= Arcsinz fonksiyonu
X<—1, y=0 ve x>1, y =0 1sinlar1 boyunca kesilmis z-diizlemini bire-bir ve konform olarak

Y <u< 2 v e R diisey seridi lizerine doniistiiriir. Ayrica, W= Arcsin z doniisiimii altinda
Imz >0 ist yari-diizleminin 5 <u< > v>0 yar1 sonsuz seridine ve Imz <0 alt yari-

diizleminin —% <u< %, v < 0 yar1 sonsuz seridine doniistiigii kolayca goriilebilir.

Ornek 0.2.6. w=1logz = ln|Z| +iargz fonksiyonu r =a ve r =b ¢emberleri arasindaki halka

bolgeyi W-diizlemindeki Ina <u <Inb sonsuz seridi tizerine doniistiirtir.

Coziim.



z=re? 22 sy+iv=Inr+ié

(r,0)——(u,v)=(Inr,0)
oldugundan a<r<b=1Ina<u<Inb, v=0 € R sonsuz diisey seridi elde edilir.

Tanim 0.2.7. D, ve D, kompleks diizlemde iki bolge olsun. Eger bir f : D, — D, birebir ve

tizerine konform doniisiimii varsa bu durumda D, ve D, ye konform esdegerdir denir.

Teorem 0.2.8. (Riemann Doniisim Teoremi) Eger G(;t C) kompleks diizlemin basit
baglantil bir alt bolgesi ise bu durumda G, D birim dairesine konform esdegerdir.

Tamim 0.2.9. a,b,c,d kompleks sabitler ve ad # bc olmak tizere S (Z): &z +§
CZ+

bigimindeki bir donilisiime kesirli lineer doniisiim veya Mobiiis doniisiimii denir. Bir kesirli
lineer doniisiim, ¢gemberler ve dogrular1 yine ¢gemberler ve dogrulara doniistiirtir.

az+b
cz+d
birebir ve konform doniistimdiir.

kesirli lineer dontisiimii C — {— 9} den C — {E} lizerine bir
c C

Teorem 0.2.10. Bir S (z)=

i(1-2)
1+z
diizlemine doniistiiren bir bire-bir konform doniisiimdyir.

Ornek 0.2.11. w= kesirli lineer doniistimii |Z| <1 birim diskini Imw >0 st yari-

Coziim. Gergekten,

— Wi

W1

o i-2)

0 <I=|-w+il<|w+i| = |[-u+i(-v+D)|<|u+i(v+D)|=v>0
+

:|z|:‘

Yani, Imw> 0 elde edilir. Verilen bdlgede W' (z)# 0 oldugundan déniisiim konformdur.
Ayrica,

.- 2 C1-x7 -y
w:u+|v:|( z): 2y ~+ X2 y > (0.2)
I+z  (x+D)"+y X+ +y
_—w+i_—u2—v2+lJri 2u Xty
w+i ur+(d+v)? U +(1+v)’

denirse bu durumda (0.2) denklemine gére y >0,1—x” —y? =0 iist yarim ¢emberi iizerinde
bulunan z = x+1iy noktalar1 pozitif u-ekseni iizerine doniisiir. Benzer sekilde alt yar1 gember
negatif U-ekseni lizerine doniislir.



