1. LAPLACE DENKLEMININ DEGISMEZLiGi VE HARMONIK FONKSiYONLAR
ICIN SINIR DEGER PROBLEMLERI

1.1. Laplace Denkleminin Degismezligi

Asagidaki teorem uygun bir analitik donilisiim altinda Laplace denkleminin nasil
degismez kaldigin1 géstermektedir.

Teorem 1.1.1. (Laplace denkleminin degismezligi) w= f (z):u(x, y)+iV(X, y) zZ-
diizlemindeki bir D boélgesini w-diizlemindeki bir G bolgesine doniistiiren birebir ve
iizerine bir konform doniisim olsun. Eger ¢(x,y) D iizerinde siirekli birinci ve ikinci

mertebeden kismi tiirevlere sahip bir fonksiyon ise bu durumda z = f ™' (w) ters doniisiimii
yardimiyla ¢(X, y) fonksiyonu

@ (u,v)=g[x(u,v), y(u,v)]  ve D=gof "' (veya Do f =¢)

bileske fonksiyonuna doniisiir. Bu fonksiyon G {izerinde siirekli ikinci kismi tiirevlere
sahiptir ve ¢ (X, y):CD[u (X, y).v(x, y)] saglanir. Bu durumda Laplace denklemi degismez
kalir. Yani,

¢xx +¢yy :0<:>(Duu +chv =0
dir.

ispat. w= f (z)=u(x, y)+iv(x, y) birebir ve iizerine oldugundan z = f ' (w) ters doniistimii
vardir.

u=u(x,y) x = x(u,v)
v=v(x,y)} < yzy(u,v)}
@ (u,v)=g[x(u,v),y(u,v)] & g(x y)=u(x y)v(xy)]

dir. ¢(X, y):<D[u (X, y),v(x, y)] denkleminden ¢, =®,u, +® v, ve ¢ =D, u, +D v,

dir. Buradan

Do + Dy :(ux2 +uy2)¢>uu +(vx2 +vy2)CDVV +2(uxvX +UyVy)q)uv

+(v +Vv )(1)

u XX vy v

+(uxx+uyy)d)

f =u+iv analitik oldugundan u, =v, , u, =-v, Cauchy-Riemann denklemleri saglanir ve

Uy +U, =0,V +v, =0 yani Uile v D de harmoniktir. Ayrica,

f'(2)=u, +iv, < u’+u’=v +v > =|f'(z)

dir. Buradan



¢xx +¢yy :|f ,(212 (q)uu +q)vv)

elde edilir. f, D de konform oldugundan f'(z)# 0 dir dolayisiyla Laplace denklemi konform
doniisiim altinda degismez kalir.

Ornek 1.1.2. #(x,y)=xy+1 fonksiyonu ve w=u+iv=1Logz donisiminii goz Gniine
alalim. Imz >0 {ist yari-diizleminde Log z esas logaritma fonksiyonu Teorem 1.1.1 in
sartlarin1 saglar. Bu fonksiyonun tersi

X+iy =e" =e" (cosv+isinv)
dir. Boylece,
x=e" cosv ve y=e'sinv

dir. @ bileske fonksiyonu
@ (u,v)= (e“ cos v)(e” sin V)+ 1=e® cosvsinv+1

dirw=1Llogz altinda Imz>0 1n goriintiisi —-oo<uU<ow ,0<v<z serididir. Kolayca
gosterilebilir ki ¢(x, y) iist yari-diizlemde ve @ (u,Vv) de seritte harmoniktir.

Ornek 1.1.3. ¢(X, y): Arc tanzi21 fonksiyonunun |Z| <1 de harmonik oldugunu
X’ +y’—

gosteriniz.

Coziim. f (Z)=_— dontlistimiinii géz Oniine alalim. Bu doniisiim |Z| <1 birim dairesini
-z

Rew >0 sag yari-diizlemi iizerine bir bire-bir konform doniistimdiir.

i+z  1-x*-y* . 2X .
f(z)= = —1i =ulx,y)+iv (X,
(2)=— N P LY o (x.y)+iv (x.y)

D (u,v) = Arc tan > = Arg (u + iv) fonksiyonu Rew >0 da harmoniktir. Buradan,
u

v (X’ y) = Arc tan —

(%, y)=@[u(x,y).v(x, y)]=Arctan i y) Fayol

fonksiyonu Laplace denkleminin degismezliginden dolay1 harmonik olur.



