1.2. Belirli Stmir Kosullarim1 Saglayan Bir Harmonik Fonksiyonun Bulunmasi

Ornek 1.2.1. a<Rez <b diisey seridinde harmonik olan bir U (X, y) fonksiyonu bulunuz Gyle
ki x=a ve x=Db disey dogrulari iizerinde sirasiyla u(a,y)=u, ve u(b,y)=u, smr
degerlerini alsin.

Coziim: Sezgisel olarak u(X, y) nin sadece X in bir fonksiyonu oldugunu ve X=X,

bi¢imindeki diisey dogrular1 boyunca sabit degerler aldigini diisiiniiriiz.
Yani,
u(x,y)=P(x) , a<x<b, yeRdirveu, (x,y)+u, (x,y)=0 Laplace denklemi

P” (X) =0 olmasini gerektirir. Buradan m ve C sabit olmak {izere
P(x)=mx+c

dir. u(a,y)=P(a)=u, ve u(b,y)=P(b)=u, smirkosullarmmn saglanabilmesi icin

u(xy)=u, +2 "0 (x_q)

b-a
olmalidir.
¥ u(x, y) = constant
Jr /
= X
a : b
/1 ! a
u(a.yv)=U, u(b, v)=U,
Sekil 1

Not: Eger bir egri boyunca bir ¢ harmonik fonksiyonu sabit kalirsa bu egriye ¢ nin diizey
egrisi denir. xy-diizlemindeki bir ¢(x,y)=C diizey egrisi bir w= f (z)=u(x,y)+iv(x,y)
konform doniisiimii altinda uv -diizleminde

@ [(ux yhv(x y)=C

diizey egrisine doniigiir. Bu durumda 6zel olarak Xy -diizlemindeki bir bolge lizerinde ¢ nin

sabit bir deger aldig1 herhangi sinir pargasi, kendisine UV -diizleminde karsilik gelen dyle bir
egriye dontisiir ki, bu egri boyunca @ nin degeri sabit kalir. Yani, ilk problemdeki ¢ =C

kosulu, doniistiiriilmiis problem iizerine tasinir. Daha agik olarak bir konform doniisiim ile ¢
tizerindeki sinir kosullart degismez kalir.



Ornek1.2.2. 0<Argz<a, (a < 72') daire kesmesinde harmonik olan bir (X, y) fonksiyonu
bulunuz dyle ki

siir degerlerini alsin.

Coziim. Arg z fonksiyonu verilen daire kesmesinde harmoniktir ve orijinden ¢ikan isinlar
boyunca sabittir (Sekil 2). a ve b reel sabitler olmak tizere bir ¢oziimiin

w(x,y)=a+bArgz

C,-C
oldugunu goriiriiz. Siir kosullarindan (X, y) =C,+——"LArgz
a

oldugu ortaya ¢ikar.

A wix, v} = constant

pia vy =G,
along the rav
r>0.8=a

-
-

Sekil 2

px,y) =C, + 2" (Argz—ar))

a, —a,

Ornek 1.2.3. 1< |Z| < R halkasinda harmonik olan bir ¢ (X, y) fonksiyonu bulunuz 6yle ki

z|=1 iken ¢(x,y)=K,
lzZ=R iken ¢(x,y)=K

2

sinir degerlerini alsin.

Coziim. Ornek 1.2.2 dekine benzer diisiince ile, ln|Z , Z#0 i¢in harmoniktir. Buradan

K,—K

_ 1
#(6y) =K, +=—Lin[d



bulunur. Sekil 3 de goriildigii gibi ¢(X, y) = sabit diizey egrileri i¢ i¢e ¢emberlerdir.

@ (x. ¥) = constant A ¢ (x.¥) =K,
whenlzl=R

plx. =K,
whenlzl=1

Sekil 3
Ek. R, <|7]<R,
Z=R, = ¢=K,
Z=R, = ¢=K,
K, -K
X,y)=K, +—2— (Injzl-InR
§00y) = K, + P (ol ~InR)
Problemler.
1. {z:1<Imz<2} yatay seridinde harmonik olan dyle bir ¢(X, y) fonksiyonu bulunuz ki
#(x,1)=6, xR ve ¢(x,2)=-3,xe R sinir kosullar saglansin.
2.

{z:Imz>0} lstyan diizleminde harmonik olan dyle bir ¢(X, y) fonksiyonu bulunuz ki

P(x,0)=1,—-1<x<1 ve ¢(x,0)=0, |x|>1smir kosullar1 saglansin.

{ z:0< Argz< %} daire kesmesinde harmonik olan dyle bir ¢(X, y) fonksiyonu bulunuz

ki Argz :g icin g(X,y) =2 ve X>0 icin ¢(X,0) =1 smur kosullar1 saglansin.

{Z 01 <|Z| <2 } halkasinda harmonik olan dyle bir ¢(X, y) fonksiyonu bulunuz ki
|z| =1 igin (x,y) =5 ve |z|=2 i¢in $(X,y) =8
sinir kosullar1 saglansin.



