1.3. Dirichlet Problemi

D kompleks diizlemde bir bolge olsun ve D nin sinirinin ug uca birlestirilmis pargali
diizgiin egrilerden olustugunu kabul edelim. Dirichlet problemi, D de harmonik ve D nin
sinir1 lizerinde belirli degerleri alan bir ¢ fonksiyonu bulma problemidir.

Ornek 1.3.1. Gosteriniz ki

(D(u,v):%ArCtan u—Vu :%Arg (w-u,)
0

fonksiyonu Imw > 0 {ist yari-diizleminde harmoniktir ve

u>u, i¢in @ (u,0)

0
u<u, icin ®(u,0)=1

sinir kosullarini saglar.
Coziim. g(w)= L Log (w—uo):lln|w—u0|+L Arg (w—u,)
V4 /4 /4

fonksiyonu Imw > 0 {ist yari-diizleminde analitiktir ve dolayisiyla onun imajiner kismi olan

L Arg (w-u,) fonksiyonu harmoniktir.
r

Not: Burada Arctant fonksiyonu deger kiimesi 0 < Arctant<sz olan ters tanjant

fonksiyonunu gosterir ve Arc tan (J_r oo) = % dir. Boylece,

CI)(u,v):lArctan£ v J
n u-u,

¢Ozlimiinii elde ederiz.

Teorem 1.3.2. (Ust yari-diizlem igin N-deger Dirichlet problemi) u,,U,,..U,_, N -1 tane reel
sabit olmak tlizere

N -
@ (u,v)=a, , + Zakl a, )Arg (w-u,)
=1
T (L.1)
=a,_, +— (a,_, —a,)Arctan
7Z- k=1 U—Uk

fonksiyonu Imw > 0 iist yari-diizleminde harmoniktir ve



@ (u,0)=a,
@ (u,0)=a,
()

, u<u,

, U <u<u,, , k=12.,N-2
(u0)=a,, , u>u,,

siur kosullarini saglar.

uy U us Uy-2 Uy-1
- o O D O ——LO———
; . < D T~ SRR O
du.01=a, I Jlu, 0)=a, Su.0y=ay_; Bw.Oj=ay_,
(w.0)=a;”
Sekil 4

Ispat: (1.1) denklemindeki toplamin her bir terimi Imw >0 da harmonik oldugundan @ de

burada harmoniktir. @ nin belirtilen sinir kosullarint sagladigini géstermek icin j yi sabit
tutalim ve u; <u <u,,, diyelim. Ornek 1.3.1 den

lArg(u—uk):o k< e
VA

lArg(u—uk):l , k> j

T

dir. Bu denklemleri (1.1) denkleminde yerine yazarsak, u; <u <uj;,, i¢in

=2
|

=ay, kzlz: A, — 2 (ak—l _ak)(l)

—_

elde edilir. u<u, ve Uu>u_, i¢in

u<u, = lArg(u—uk)zl (vk)
T

Uu>u,, = lArg (u-u,)=0 (vk)
/s
oldugu g6z Oniine alinarak kalan sinir kosullarinin saglandigi kolayca gdsterilebilir

Ornek 1.3.3. Imz > 0 st yari-diizleminde harmonik olan 6yle bir ¢ (X, y) fonksiyonu bulunuz
ki asagidaki Sekil 5 de belirtilen sinir kosullarini saglasin



Hx0)=4 | ox0=1 5 ox0)=3 #(x.0) =2
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Coziim. Bu, Imz > 0 st yari-diizleminde bir 4-deger Dirichlet problemidir. z -diizlemi i¢in
(1.1) denklemi
3

plxy)=a,+—3 (a-a,)Arg (z-x,)

k=1

olur. a, =4,a, =1,a, =3,a, =2 ve X, =—1,X, =0,X, =1 degerlerini bu denklemde yerine
yazarsak

(X, y):2+ﬂArg (z+1)+g Arg (2—0)+ﬁArg (z-1)
T T T

:2+i ArCtanL—2 Arctanl+lArCtanL

T X+1 ~« X x—1
elde ederiz.

Ornek 1.3.4. Imz > 0 iist yari-diizleminde harmonik olan bir ¢ (X, y) fonksiyonu bulunuz dyle
ki
$(x,0)=1,
$(x,0)=0 ,

X <1

X >1
sinir kosullart saglansin.

Coziim. Bu, 3-deger Dirichlet problemidir, a, =0,a,=1,a,=0 ve X, =—1,X, =1 dir. (1.1)
denkleminden istenen fonksiyon

(x, y):0+E Arg (z+1)+ﬂ Arg (z-1)
T T

=—lAr(:tanL+l Arctani
T X+1 7« X—1

bi¢imindedir.

Problemler.
1. {Z =(X,y):x>0,y> 0} birinci ¢eyrek bolgesinde harmonik olan dyle bir ¢(X,Y)
fonksiyonu bulunuz ki
$0,y)=1, y>1; #0,y)=2, O0<y<l ve
#(X0)=2, 0<x<l; ¢(x0)=1, x>1



sinir kosullart saglansin.
Imz > 0 iist yari-diizleminde harmonik olan dyle bir @¢(X,y) fonksiyonu bulunuz ki
$(x,0) =3, X< -3,
p(x,0)=7, -3<x<-1,
p(x,0)=1, -1<x<2,
$(x,0)=4, x>2
siir kosullart saglansin.

{Z :Imz>0 ve Rez> 0} birinci bolgesinde harmonik olan dyle bir ¢(X, y)

fonksiyonu bulunuz ki
#(x,0)=10, x>1

#(x,0)=20, 0O0<x<l
$(0,y)=20, 0<y<l
$(0,y)=10, y>1

siir kosullart saglansin.

{Z :Imz>0 ve |Z| > 1} (yani iist yar1 diizlemin birim ¢emberin disinda kalan kismi)
bolgesinde harmonik olan dyle bir ¢(X, y) fonksiyonu bulunuz ki

p(x,y)=1, |Z|:l, O<argz<rz
g y)=-1, |x|>1,

siir kosullart saglansin.

. Ic ige yerlestirilmis r=1 ve r =2 c¢emberleri arasinda &yle bir ¢(x,y) harmonik
fonksiyonu bulunuz ki

¢(x,y) =100,

#(x,y) =200,
sinir kosullar1 saglansin.

z|=1
z|:2

{ 2:2< |Z| < 3} halka bolgesinde harmonik olan dyle bir ¢(x, y) fonksiyonu bulunuz
ki

p(x.y)=5, |7=2,

p(x,y)=8, |z|=3
siir kosullart saglansin.



