1.4. Basit Baglantih Bir Bolge Icin N-Deger Dirichlet Problemi

D basit baglantil1 bir bolge, C D nin sinir1 olan basit kapali ¢evre ve 2, ,2,,...,z, C
iizerinde bulunan ve pozitif yonde siralanmig N tane nokta olsun. k =1,2,..., N —1 i¢in C nin
z, ve z,,, noktalar1 arasindaki parcasim1 C, ile ve z,, ile z, arasindaki parcasin1 C, ile
gosterelim. Son olarak, a,,a,,...,a, reel sabitler olsun. "D de harmonik ve

DuC,uC, u---UC, lizerinde siirekli bir ¢ (X, y) fonksiyonu bulmak istiyoruz dyle ki

a,, Z=X+iyeC,
,y):az, z=x+iyeC,

(X, y): ay, z=x+iyeC,

sinir kosullar1 saglanir."

Q =y

Sekil 6

¢ yi bulmak i¢in bir yontem D yi Imw>0 iist yari-diizlemine doniistliiren bir
w= f(z)=u(x,y)+iv(x,y) konform doniisiimii bulmaktir 6yle ki bu doniisiim ile N tane
z,,2,,...,2, noktalart w-diizleminde u-ekseni boyunca k =1,2,...,N -1 i¢in u, = f(z,)

noktalarina ve z,, de U =+oo lizerine doniisiir.

Laplace denkleminin degismezligi teoremini kullanirsak w = f (z) konform doniistimii
ile Imw > 0 iist yari-diizleminde yeni bir N-deger Dirichlet problemi elde edilir. Eger a, = a,
denirse bu durumda D deki Dirichlet probleminin yukarida verilen sinir kosullarin1 saglayan
¢Ozumu

N-—

#(x,y)= Z a,, —a,)Arg(f(2)-u,)
1N V(X,Y)
=ady , +— a, . —a Arctan ———————
it (., —a,) TR

dir. Bu yontem, D yi Imw>0 iist yari-diizlemine doniistiiren bir konform doniisiimiin
bulunabilmesine baglidir. Riemann doniisiim teoremi bdyle bir konform doniisiimiin varligini
garanti eder.



Ornek 1.4.1. |Z| <1 birim diskinde harmonik olan ve

d(x,y)=0, z=x+iy=e", 0<O0<rx
dX,y)=1, z=x+iy=€", 7<0<2x

sinir kosullarini saglayan bir ¢(X, y) fonksiyonu bulunuz.

Coziim. Ornek 0.2.10 da gosterildigi gibi
i(l1-2) 2y i 1-x* -y’
1+z  (x+D)7+y> (x+D7+y?

W=u+iv= (1.2)

fonksiyonu |Z| <1 birim diskini Imw > 0 iist yari-diizlemine doniistliren bir bire-bir konform

doniisiimdiir. (1.2) denklemine gore y >0, 1—x> —y? = 0 iist yarim ¢cemberi iizerinde bulunan
Z = X+1y noktalar pozitif u-ekseni tizerine dontisiir. Benzer sekilde alt yar1 gember negatif u-
ekseni lizerine doniigiir. Ayrica, w= f(z) konform doniisiimii ile yeni bir Dirichlet problemi
ortaya ¢ikar: " Imw > 0 iist yari-diizleminde harmonik olan ve

OUu,0)=0,u>0
®Uu,0)=1,u<0

sinir kosullarini saglayan bir ®(u,v) fonksiyonu bulunuz".
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Ornek 1.3.1 deki sonucu ve (1.2) denklemini kullanirsak

_ 2_ 2
P(X,Y) = 1 Arc tanM 1 Arc tanlx—y
s ux,y) =« 2y

elde ederiz.

Ornek 1.4.2. H:Imz >0,

z

<1 st yari-diskinde harmonik olan ve



d(x,y)=0, z=x+iy=e",0<0<nx
p(x,0)=1, —-1<x<l

sinir kosullarini saglayan bir ¢ fonksiyonu bulunuz.

i(1-2)
1+z
doniistiiriir. y =0, —1< X <1 dogru pargasi iizerinde bulunan z = Xx+1y noktalar1 da pozitif v-

Coziim. W=u+Iiv= doniistimii H yari-diskini Q:u >0, v > 0 birinci bolgesi iizerine

ekseni tlizerine doniislir. Simdi Q daki yeni Dirichlet problemi "Q da harmonik olan ve

OUu,0)=0,u>0
®0,v)=1,v>0

sinir kosullarim1 saglayan bir ®(u,v) fonksiyonu bulunuz" seklindedir. Bu durumda dnceki
kesimdeki Ornek 1.2.2 deki ®(u,Vv) fonksiyonunun bulunmasi yontemi ile

CIJ(u,v)=O+ﬂ ArgW:zArg szArCtanX

% 7 7 u

elde edilir.

“x-.v)=o T ___-:_._ : ” Q 4
N H 7~
dOv)=1 ¢ )
. for v>0 *
222 S ..~ - e e e
=1 pr0=1 for —-1<x<1 1 0 Hu0)=0 for >0
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H daki Dirichlet probleminin ¢6ziimii, (1.2) den
2 v(X, 2 1-x*—y?
s0x.y) =2 Arctan YY) _ 2 ppcpan 12X Y0
Ve ux,y) =« 2y

olur.

Ornek 1.4.3. G:x>0, y>0,

Z| <1 ¢eyrek diskinde harmonik olan ve

_ _ N all
P(X,y)=0, z=x+iy=¢ ,0<¢9<%
#(x,0)=1, 0<x<l
$0,y)=1, 0<y<l



siir kosullarini saglayan bir ¢(X, y) fonksiyonu bulunuz.

Céziim. w=u+iv=2> = x> —y* +i2xy fonksiyonu ¢eyrek diski H :v >0 ,

w <1

iist yar1 diskinin {lizerine dontstiiriir. H daki yeni Dirichlet problemi Sekil 9 da gosterilmistir.

o0.y) =1
for D<yv<]

0

ox0=1 for 0gr<1 ! -1 =1 for -l <u<l I
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Ornek 1.4.2 deki sonugtan H daki CD(U,V) ¢Ozlimii

2 2
CD(u,v):z Arctan =Y~V
Vs 2v

dir. w=1z% den u’ +v’ =(X2 + y2)2 ve 2v =4xy dir, buradan G deki ¢ ¢oziimii

2 1—(x2 + yz)2
—ZA Ty )
#(x, y) - rc tan Ixy

bulunur.

Problemler.

1. {Z : |Z| < 1} birim diskinde harmonik olan 6yle bir ¢(X, y) fonksiyonu bulunuz ki
d(x,y)=8, x+iy=z=¢", 0<O0<x

g(x,y)=4, x+iy=z=e", 7<6<2x
sinir kosullar1 saglansin.

2. { zZ: |Z| <L, y>0 } iist yarim diskinde harmonik olan dyle bir ¢(X, y) fonksiyonu
bulunuz ki
d(X,y)=5, x+iy=z=e",0<0<x
P(x,0)=-5 —-1<x<l1
sinir kosullar1 saglansin.



3. { Z:Imz>0 ve |z| > 1} (yani st yar1 diizlemin birim ¢emberin disinda kalan kismi)
bolgesinde harmonik olan dyle bir ¢(X, y) fonksiyonu bulunuz ki

g(x,y)=1, |7|=1, O<argz<r
(%, y)=-1, |x|>1,

siir kosullart saglansin.



