2. iKi BOYUTLU MATEMATIKSEL MODELLER

2.1. Genel Bilgiler

Simdi konform doniisiim teknikleri ile ¢oziilebilen kararli durum 1s1 akisi, elektrostatik
ve ideal siv1 akisi ile ilgili problemleri gbz oniine alacagiz. Konform doniisiim, bir bolgedeki
problemin ¢dziimiiniin kolayca elde edilebilmesi i¢cin bu bolgeyi diger bir bolgeye doniistiiriir.
Bizim ¢oziimlerimiz sadece X ve Y iki degiskenli oldugundan modelin gegerliligi i¢in 6nce
temel bir kabul yapmaliyiz.

Burada inceleyecegimiz fiziksel problemler gercek hayattaki uygulamalardir ve
¢oziimleri tig-boyutlu kartezyen uzayda verilir. Boyle problemler genellikle ii¢ degiskenli
Laplace denklemi, iig-boyutlu vektor fonksiyonlarinin curl ve divergens ini icerir. Kompleks
analiz X ve y degiskenlerini icerdiginden, xy diizlemine dik eksen boyunca koordinatl

noktalarda ¢6zlimiin degismedigi 6zel durumu goz Oniine alacagiz. Kararli durum 1s1 akist ve
elektrostatik i¢in, bu demektir ki T sicaklig1 veya V potansiyeli sadece Xve y ile degisir.

Boylece ideal s1v1 akisi i¢in z -diizlemine paralel herhangi bir diizlemde siv1 hareketi aynidir. "
z -diizlemindeki egri ¢izimleri z -diizlemine dik sonsuz silindire karsilik gelen capraz kesitler
olarak yorumlanir ". Bir sonsuz silindir bir uzun fiziksel silindirin limit durumudur, bdylece
bizim verecegimiz matematiksel model "yeteri kadar uzun bir fiziksel silindiri igeren {i¢ boyutlu
problemin ug¢ noktalardaki etkisi ihmal edilmek kosulu ile gecerlidir.

Onceki kisimlarda harmonik fonksiyonlar i¢in ¢ (X, y) ¢oziimlerinin nasil bulunacagini
gostermistik. Uygulamalar icin {#(x,y)=K, : K, bir reel sabit} diizey egrileri ailesini ve
w (X, y) harmonik eslenik fonksiyonu ve onun  {y(x,y)=K, : K, bir reel sabit} diizey
egrileri ailesini goz oniine almamiz gereklidir. F (Z) =¢ (X, y)+ 17 (X, y) analitik fonksiyonuna
kompleks potansiyel adini verecegiz.

Asagidaki teorem diizey ailelerinin ortogonalligi ile ilgilidir. Bu teoremi géz Oniine
alacagimiz fiziksel uygulamalarla ilgili fikirleri gelistirmek i¢in kullanacagiz.

Teorem 2.1.1. (Diizey egrilerinin ortogonal aileleri) ¢(X, y) bir D boélgesinde harmonik,
w (X, y) onun harmonik eslenigi ve F (z)=¢(X, y)+iw(x,y) kompleks potansiyel olsun. Bu
durumda {¢(x,y)=K,} ve {w(x,y)=K,} diizey egrileri aileleri ortogonaldir. Yani,
$(x,y)=K, ve w(x,y)=K, egrileri (a,b) de kesisiyorsa ve eger F'(a+ib)=0 ise bu
durumda bu iki egri dik kesisirler.

Ispat. ¢(X, y)= K, bir diizlem egrisinin bir kapali denklemi oldugundan (a, b) noktasinda
hesaplanan grad¢ gradiyent vektorii (a,b) de egriye diktir. Bu vektor

Nl = ¢x (a’ b)+|¢y (a‘9 b)

ile verilir. Benzer bigimde N, vektori



N, =w, (a,b)+iy, (a,b)

ile tammlamr ve bu vektor (a,b) de w(x,y)=K, egrisine diktir. Cauchy-Riemann

denklemlerini kullanirsak N, ile N, nin i¢ carpimi1

N,.N, =g, (aab)~l// (a b) ( )Wy( b)
=4, (a,b)¢, (a.b)+¢, (a.b)g, (a,b)=0

dir. Buna ek olarak F'(a,b)# 0 oldugundan

¢, (a,b)+iy, (a,b)=0

olur. Cauchy-Riemann denklemleri ve ¢, (a,b)#0 , v, (a,b)#0 olmasi, hem N, ve hem de

N, nin sifirdan farkli oldugunu gosterir. Boylece, N,.N, =0 olmasi, N, in N, ye dik
olmasin1 gerektirir. Dolayisiyla bu egriler ortogonaldir. Teoremin ispat1 tamamlanmis olur.

F (Z)= ¢(X, y)+il//(X, y) kompleks potansiyeli bir¢ok fiziksel yorumlara sahiptir.
Ornegin; kabul edelim ki kararli durum sicakliginda bir problem ¢dzmiis olalim. Bu durumda
ayn1 sinir kosullari ile elektrostatikte izotermalleri espotansiyel egrileri ve 1s1 akis dogrularini
aki dogrulari olarak yorumlayarak bir benzer probleme ¢6ziim bulabiliriz. Buradan "1s1 akis1 ve
elektrostatik direkt olarak birbirine karsilik gelir" diyebiliriz.

Bir siv1 akisi problemini ¢6zmiis olalim. Bu durumda sivi akisinda espotansiyelleri
izotermaller ve aki dogrularini 1s1 akis dogrular1 olarak yorumlayarak benzer bir probleme
¢cOziim bulabiliriz. Asagidaki tabloda diizey egrileri ailelerinin degisik yorumlar1 ve aileler
arasindaki eslemeler 6zetlenmistir.

Fiziksel Olaylar ¢ (x, y) = sabit w (x, y)= sabit
Is1 akist izotermaller Is1 akis dogrulari
Elektrostatik Espotansiyel egrileri Aki1 dogrular
S1v1 akisi Espotansiyeller Akintt dogrular
Yercekimi alani Yercekimi potansiyeli Kuvvet dogrular
Manyetizm Potansiyel Kuvvet dogrulari
Difilizyon Konsantrasyon Akis dogrulari
Elastisite Gerilim fonksiyonu Siddet dogrular

Elektrik akimi Potansiyel Akis dogrulari



2.2. Kararhh Durum Sicakliklari

Is1 iletimi teorisinde 1sinin sicakligin azaldigi yone dogru aktigi kabul edilir. Diger bir
kabul de 1sinin bir yiizey alan1 boyunca akarken, zaman orani ile yiizey alanina dik yondeki
sicaklik gradiyentinin bileseninin orantili olmasidir. Eger T (X, y) sicaklig1 zamandan bagimsiz

ise, bu durumda (x, y) noktasindaki 1s1 akigi

V(x,y)=-K grad T (x,y)=-K|[T,(x, y)+ i, (x, y)|

vektori ile verilir, burada K ortamin 1s1 iletkenligidir ve sabit oldugu kabul edilir. Eger AS
uzunlugunun diiz-dogru pargasin1 Az ile gosterirsek bu durumda bir birimlik zaman araliginda
akan 1s1 miktar1 V.NAs dir, burada N , dogru parcasina dik birim vektordiir.

Eger bolgede iiretilen ya da yok edilen termal enerjinin bulunmadigini kabul edersek,
bu durumda AX ve Ay uzunluklar tarafindaki yonlii herhangi bir kiiclik dikdortgen boyunca

akan 1sinin net miktar1 6zdes olarak sifirdir. Bu T (X, y) nin bir harmonik fonksiyon oldugunu
gosterir.

A
Vix, vy + Ay) Vix+ Ax, v+ Ay)
Vix.y) VY(x + Ax, )
>
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Asagidaki diisince T (X, y) nin Laplace denklemini sagladigin1 gostermek i¢in sikca kullanilir.

V.NAs ifadesini kullanarak sekildeki dikdortgenin sag kenarinin digina 1s1 akiginin miktari
yaklagik olarak

VN, As, =K [T, (x+Ax, y)+ iT, (x+Ax, y)] (1+0i)ay
=K T (x+Ax, y)Ay

ve sol kenarin disina 1s1 akiginin miktarini da

V.N,As, ==K [T (x, y)+iT (x, y)].(=1+0i)Ay
= KT, (x y)ay

olarak elde ederiz. Bu iki denklemi taraf tarafa toplarsak



K {TX (x+AX,y)-T,(x,y)

AXAYy=—-KT AX A
= } x Ay o (X Y)Ax Ay

buluruz. Benzer sekilde iist ve alt kenarlar disina 1s1 akis miktari i¢in

kT (X, y+Ay)-T,(x,y)
Ay

}Ax Ay=—KT, (x,y)Ax Ay

buluruz. Bu iki denklemdeki miktarlar toplanirsa dikdortgenin disina net 1s1 akis1 yaklasik
olarak

~K [‘I’XX (%, y)+T,,(x, y)]Ax Ay =0

denklemi ile verilir. Bu da T (X, y) nin Laplace denklemini sagladigini ve dolayisiyla bir
harmonik fonksiyon oldugunu gosterir.

Eger T (X, y) nin tanimlandig1 bolge basit baglantili bélge ise, bu durumda bir S (X, y)
harmonik eslenik fonksiyonu vardir ve

F(z)=T(xy)+iS(x,y)

bir analitik fonksiyondur. T (X, y) = K, egrilerine izotermaller denir ve bunlar ayn1 sicakliktaki
noktalar1 birlestiren dogrulardir. S (X, y) = K, egrilerine 1s1 akis dogrulari1 denir ve bu egriler
boyunca yiiksek sicakliktaki noktalardan diisiik sicakliktaki noktalara 1s1 akist oldugu
diisiiniiliir. Kararli durum sicakliklari i¢in sinir deger problemleri Dirichlet problemi olarak gz
Oniline alinabilir, burada T (X, y) harmonik fonksiyonunun degeri (X, y) noktasindaki sicaklik
olarak yorumlanir.

Slx.v)y=p
Heat
flow
lines

T(x,v) =«
[sothermals

=
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Ornek 2.2.1. iki paralel diizlemin z -diizlemine dik ve sirasiyla, y=a ve y=b yatay
dogrularindan gegtigini ve bu diizlemler iizerinde sicakligm T (x,a)=T, ve T(x,b)=T,
degerlerinde sabit tutuldugunu kabul edelim. Bu durumda T nin



T(xy)=T,+ 2 Ti(y_a)

ile verilebilecegini gosteriniz.

Coziim. y=y, dogrusundan gegen diizlem iizerindeki tiim noktalarda sicaklifin sabit
oldugunu kabul edebiliriz. Buradan T(X,y)=t(y) dir, burada t(y) sadece y nin bir
fonksiyonudur. Laplace denklemi t"(y) =0 olmasim gerektirir ve Ornek 1.2.1 deki yontem ile

T (X, y) ¢Oziimiinii bulabiliriz.

O L O T S
— e s Tixy) = &
S T T T T S S

B S N S N — isothermals
O T T S S |
O S S T S T S
Txa)=T, ta t_ Stxy)=f heat flow lines

- =\
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T (X, y):a izotermallerinin yatay dogrular oldugu kolayca goriliir. Eslenik harmonik
fonksiyon

T,-T
S y)=——2

dir ve S(X, y) = [ 1s1 akig dogrulari, yatay dogrular arasindaki diisey dogru pargalaridir. Eger
T, > T, ise bu durumda Sekil 13 de goriildiigii gibi 1s1 y =a dan gecen diizlemden y =b den
gecen diizleme bu dogru parcalar1 boyunca akar.

Ornek 2.2.2. Imz > 0 iist yari-diizlemindeki her bir noktada T (X, y) sicakligini bulunuz dyle
ki x-ekseni boyunca sicaklik

T (x,0)
T (x,0

T , x>0
)=T, , x<0

olsun.

Coziim. T (X, y) bir harmonik fonksiyon oldugundan, bu problem bir Dirichlet problemi
ornegidir. Ornek 1.2.2 den

T (x, y):Tl+uArgz
VA



oldugu goriiliir.

y
1‘ Ty =0
\ / isothermals
\“_5 (xy) =8
heat flow lines
- F —- X
T(x0)=T, for x<0 T(x0)=T, for x>0
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T (X, y) =« izotermali orijinden ¢ikan 1sinlardir. Eslenik harmonik fonksiyon

1

S(x,y)=—(T, -T,) [z
V2

dir ve S(X, y) = [ 1s1 akis dogrulari orijin merkezli yarim ¢gemberlerdir (Sekil 14). Eger T, > T,

ise, bu durumda 1s1 yarim ¢emberler boyunca saat yoniiniin ters yoniinde akar.

Ornek 2.2.3. H:Imz >0,

bulunuz 6yle ki bu sicaklik, sinir {izerindeki noktalarda

Z| <1 iist yarim diskindeki her bir noktadaki T (X, y) sicakhigin

T(x,y)=100 , x+iy=z=¢e" ,0<0<x
T(x0)=50 , —l<x<l
kosullarini saglasin.
Coziim. Ornek 1.4.2 de belirtildigi gibi
(1= 2 C1-x7 -y’
W=U+IV=I( Z)= y +1 X y

1+ (x+1) +y?  (x+1)* +y?

fonksiyonu H yarim diskini Q: u >0, v>0 birinci bolge {izerine birebir konform olarak

doniistiiriir. Buradan yeni problemimiz : "T (u, V) sicakligini bulunuz dyle ki

T*(u,0)=100 , u>0
T(0,v)=50 , v>0

sinir kosullari saglansimn" bigiminde olacaktir. Ornek 1.2.2 den T " (u,v) harmonik fonksiyonu



02100 g w=100-12 Arc tan ¥

% 7 u

T (u,v)=100+

olarak elde edilir. O halde

_ 2 _ 2
T (% y) =100~ 12 Arc tan 12X =Y~
V4 2y

dir. T (X, y) = C izotermalleri Sekil 15 de goriildiigii gibi +1 noktalarindan gecen cemberlerdir.

v
_ i Tix.y) =100
-t M .,
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Problemler.

1. Imz >0 ist yar diizleminde 6yle bir T(X, y) sicakligi bulunuz ki x-ekseni boyunca

sicaklik

T(x,0)=90, x>0

T(x,00=60, x<0
kosullarini saglasin. Ayrica, 1s1 akis dogrularini ve izotermalleri belirleyip sekil
iizerinde gosteriniz.

2. y=Xx ve y=x+1 dogrularn tarafindan sinirlanan sonsuz seritte dyle bir T(X,Y)

sicaklik fonksiyonu bulunuz ki
#(X,X)=30, VxeR
(X, x+1)=80, VxeR

sinir kosullarini saglasin.

3. {(X, y):x>0,y> O} birinci ¢eyrek bolgesinde dyle bir T (X, y) sicakligi bulunuz ki bu
sicaklik
T(x,0)=10, x>1 T(0,y)=20, 0<y<l1
T(x,0)=20, 0<x<1 ve T(0,y)=10, y>1
sinir kosullarini saglasin.



4. {z :Imz>0 ve |z| > 1} (yani list yar1 diizlemin birim ¢emberin disinda kalan kismi)
bolgesinde harmonik olan dyle bir T (X, y) sicaklik fonksiyonu bulunuz ki
T(x,y)=120, |z]=1, O<argz<rx
T(x,y)=10, [X>1,

siir kosullart saglansin.



