3.2 Laplace Doniisiimii

Bu kesimde miihendislik uygulamalarinda ¢ok kullanish bir arag olan Laplace
doniisiimiinii inceleyecegiz. Biliyoruz ki pargali siirekli reel degerli bir f(t) fonksiyonunun

Fourier doniisimii g(w) = T f(te'dt, o reel degiskenli ve kompleks degerli bir fonksiyon

tanimlar. Eger integrant1 e ile ¢arparsak bu durumda bir G(o +iw) kompleks fonksiyonu
elde ederiz:

G(o+iw) = T f(t)e " 'dt . G(o +iw) fonksiyonuna iki tarafli Laplace doniisiimii denir.
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G(o +iw) nin varlig1 i¢in I | f ()| *'dt < o olmast yeterlidir. Bir a<o <b arligindaki o degerleri

-0

icin bu integral sonludur. Bir ¢ok fiziksel uygulamalarda sadece t >0 i¢in inceleme
yapildigindan f(t) nin tek tarafli Laplace doniigiimiinii tanimlamak daha kullanish
olmaktadir:

Tamm 3.2.1. (Laplace Doniisiimii). f(t) parcali siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda f

nin Laplace donlisiimii £(f (t)) = F(s) :f f(t)e "dt olarak tanimlanir, burada s = o +iw dir.
0

Ters Laplace dontisiimii de £7'(F(s)) = f(t) =5 f F(s)e™ds ile tanimlanir.
™
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Laplace doniisiimiiniin varlig1 igin | f(t)| nin t — +e iken ¢ok hizli biiylimemesidir.
Eger |f(t)|<Me" esitsizligi her t>0 i¢in saglanacak bigimde M >0 ve K reel sabitleri varsa
bu durumda f fonksiyonuna iistel mertebedendir denir. Bu boliimdeki tiim fonksiyonlarin
istel mertebeden oldugunu kabul edecegiz. Asagidaki teorem F(o+ir) Laplace
doniigsiimiinlin Re(s) > K sag yar1 diizlemini i¢ine alan bir bolgedeki s degerleri i¢in var

oldugunu gostermektedir.
Teorem 3.2.2. (Laplace doniisiimiiniin varhgr). Eger f fonksiyonu iistel mertebeden ise bu

durumda £(f(t))= F(s) Laplace doniisiimii F(s)= f f(t)e*dt ile verilir, burada s=oc+ir. Bu

durumda F i¢in tanimlanan integral o > K sag yari diizleminde bulunan s=o+ir degerleri
icin vardir.

Ispat. F(s) nin taniminda s = o +ir yazarsak
F(s)= f f(Hedt = f f (e cos(rt)dt —i f f(He " sin(rt)dt
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elde ederiz. o >K icin
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elde ederiz. Bu da F nin reel ve imajiner kisimlarinda tanimlanan integrallerin Re(s) > K ig¢in

varligini gosterir ki ispat tamamlanmais olur.

Teorem 3.2.3 (Laplace doniisiimiiniin tekligi). f ve g nin Laplace doniistimleri sirasiyla
F ve G olsun. Eger F(s)=G(s) ise bu durumda f(t)=g(t) dir.

Ispat. Eger o yeteri kadar biiyiik ise bu durumda ters Laplace déniisiimiinii kullanarak
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buluruz, bdylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.4. (Laplace doniisiimiiniin lineerligi). f ve g nin Laplace doniistimleri
sirastyla F ve G olsun. Eger a ve b reel sabitler ise bu durumda

L(af (t) +bg(t)) = aF (s) +bG(s) dir.

Ispat. Re(s)>K icin F ve G nin her ikisi de taniml1 olacak bigimde K y1 secelim. Bu

durumda

o)

L(af (t)+bg(t)) = f [af (t)+bg(t)]e *dt

= a& f(He ™dt+b [ g(t)e dt
Jrwerace]
= aF(s)+bG(s)
elde edilir.

Ornek 3.2.5. f(t)= {1’ Ost<
0, c<t
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ile tanimlanan basamak fonksiyonunun Laplace
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donlistimiiniin £(f (t)) = oldugunu gosteriniz.

Coziim. £(f(t)) nin tamimindan
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elde ederiz.

Ornek 3.2.6. a bir reel sabit olmak iizere L£(e")= i oldugunu gosteriniz.

Coziim. £(f(t)) nin tanimindan
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Elde ederiz. Simdi s= o +ir sabitleyelim, eger o >a ise bu durumda a-o<0 ve buradan

lim e®¥% = 0 olur ve bdylece istenen elde edilmis olur.
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Ornek 3.2.7. L(sinhat)= oldugunu Laplace doniisiimiiniin lineerligini kullanarak

s’ —a’
gosteriniz.
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Coziim. smhat:Eeat —Ee‘a‘ oldugundan
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L(sinhat) = %[,(ea‘ ) —%E(efat )=

bulunur.



