BOLUM 2

ELIPS ve BAZI KLASIK MEKANIK YASALARI

2.1 Elips hakkinda genel bilgiler.

Iki noktaya olan uzakliklar: toplam sabit olan noktalarin geometrik
yerine elips denir. Asagidaki tarif ve gisterimler ezbere bilinmelidir.
AA, : biiyiik eksen ;

BB, : kiigiik eksen

A, : F; odagina gire enberi noktasi(*)

A, : F; odagina gﬁm enite noktas:

a = 0A; = 0A; : van-bilyilk eksen uzunlugu

‘b = OB, = OB, : yan-kiigiilk eksen uzunlugu
c = OF, = OF; : odak uzun]ugu

A,F; : F; odagina gire enberi uzakhgn

AF; : F; odagima gire endte uzakhin

* F, odagmda Giines bulunuyorsa enberi = perihel, ente = afel
F; uelliuul.l Yer b‘n].qnu}rnrsa enberi = perige, endte = apoge
F; odagmda ynildiz bulunoyorsa enberi = periastr, enfite = apoastr,



a = 3,/ 5.3 bize a y1, yimi gezegenin Gunege olan uzakh.gm.l
A.B. cinsinden wverir,

2. Yer'in kiitlesinin Giinesin kiitlesine orammm bulunuz.

Coziim:
Keplerin 3. Kanununu alahm:

al
53 4= G (M+ m)
al
Yer — Giineg sistemi igin Pz(-B ir?2 = G(Me + Mg)

al
Ay-yer sistemi ic¢in Pzi dr2 = G (M@ + M()
Birbirine billerek ve Yerin kiitlesini Giineginkine nazaran, Ay kiit-
lesini de yerinkine nazaran ihmal ederek.

P2 al
% — ﬁ-ﬁ— "“:4@ elde ederiz.

® @ Y
Asafndaki degerleri kullamirsak a® = 149674000 km., a{ = 384400
km. P@ = 365 ortalama giines giinii, P{ = 28 ortalama giines giinii

MO _ 329390 elde ederis. ;

Mo

3. Keplerin iigiincii kanunundan istifade ederek cift yildizlarn
kiitlelerini giinegin kiitlesi cinginden bulunuz.

3
Goziim: G(M -+ m) = 4=2 ;1 y1 evveld Giineg - Yer sis-
temine tathik edelim. |
G(MO + M@) = 4n2 22 |

P2@
Simdi, aym formiilii kiitleleri M, ve M, olan {;lft yildiz sistemine tathik
edelim,

3
GM; + M;) = dnm2 ";.—2 (2)

(2) vi (1) e bilerek



M, + M, @ P2@

M-+ Me P2 3@

M. = 1 alahm, M@ y1 ihmal edelim, ad® =1 A. Bve P® =1
yil koyulursa

3
M; | - ;,2 elde ederiz.

Iki yildiz arasindaki uzaklk olan a, Astronomi Birimi cinsinden ve bi-
rinin digeri etrafindaki dolanma miiddeti olan P, yil cinsinden rasat
edilirse M, 4+ M,, Giinesin kiitlesi cinsinden elde edilir.

4. Kepler'in 1. ve 2. Kanunlarindan istifade ederek gisteriniz ki

: i
gezegene tesir eden kuvvet - _ﬂe orantihdur,

de h d h d
Sl L] 2 —_— e —— —
Coziim: 126 = h — e = 5

operatoriinii elde ederiz.

Bu operatérii © ye iki defa tatbik edelim.

_ g b dr
=Tt T = 3@
“_.di_d.[h dr, b ‘l.:_h-.‘k)_ﬁ
T et e T BE 9T

d?r 2h2  dr

—_— e — [ —)2
de2 s (d@]

h2  d?r 2h2 dr h2

o R S

_ _ e e, h2 a2k
Bunlar yardimiyle a, =r-r® o 307 = {d@] =

h2 1 d?r 2 dr
— e — — s wm — —_— — 2-

P

m- dan tiirev 'D]ﬁ-l.‘ﬁ.k

Diger taraftan r =

dr pe §in® er sin®

d0 T (1fecos@)?2 1+ e cos®




d2r d re sin(

—de L 1+ &cosb ]

dez
[% e sin® + recos®] [1+ e cos®] + resin® &in®
i (14 e cos®)2
{% esin®) | er cos®) ( 1 + ecos®) 4 reisiniE}
= (14 e cos®)2
er sin? @ er cos@ e2r? gin? @

(14 e cos®)2 T + e eost) s (1 -+ e cos®)2

Bunlar1 a, de yerlerine koyarsak

L L T e
a'_.r-" 1 ecos® e r? l—l—cnuaEl‘J oyl P

= ]12) - lde edilir, yini -1 il tilida

=l elde edilir, yéni —- .rﬂ orantilidar.

2.4 Newton hareket kanunlan.

Kepler kanunlari sadece gezegemlerin hareketlerini incelemekte,
fakat bu hareketi meydana getiren kuvvetle hareket arasindaki bagm-
tilar gbz 6niine almamaktadir. Newton (1642-1727), bu ikinci hali ele
almigtir. Newton’un ii¢ hareket kanunu, dinamigin prensipleri adr veri-
len aksiyomlardir. Newton bu aksiyomlan, yer yiiziinde yapilmig gok
dikkatli deneylerden —ézellikle Galile’'nin deneylerinden— istifade ederek
bulmustur.

1. Bir cisim, durumunu degistirecek bir kuvvetin tesiri altinda kal-
madikga, atalet haline veya diizgiin dogrusal hareketine devam eder.

Atalet (inertia) kanunu diye tamnan bu kanun ilk vaz edildigi za-
man, diizgiin dogrusal haraket igin cisme sabit bir kuvvet tesir etmelidir
diye diigiinen zamamin bilginleri arasinda aksi tesir uyandirmigti. Ustelik
giinliik deneylere de uymuyordu tyle ki, yatay dogrultuda atilan her
cisim yavaghyor ve nihayet duruyordu. Bu cismin diizgiin dogrusal
hareket etmesi i¢in ona devamh olarak bir kuvvetin etki etmesi gartti
Fakat siirtiinme ve hava direncini, miimkiin oldugu kadar, azaltarak ya-
piuan deneyler yukariki kanunun dogru oldugunu gdstermigtir.



3. Hareket eden bir cismin ivmesi, hareketi meydana getiren kuv-
vetle dogru orantili ve onunla aym dogrultudadir.

Bu kanun diigen cisimlerle yapilan deneylerle elde edilmigtir. Diigme
zamami esit arahklara béliinmiis, bu arahklardaki ivmelerin sahit ve
birbirlerine esit olduklan tesbit edilmistir. Bu sabit ivmeye yer ¢ekim
ivmesi denir ve g ile ghsterilir. (Gergekte g nin degeri tam sabit degildir;
enlemle biiyiir ve deniz seviyesinden yiikseldik¢e azalir, fakat bu degisim
gok azdir). Diisen cisimlerin hizmim azaltmak ve béylece kisa zaman ara
liklarimin &lgiilmesini kolaylagtirmak igin egik bir diizlem iizerinden diig-
mekte olan bir cisim alalim. Deneyler gisteriyor ki bu hareket de sabit
bir ivmeyle olmaktadir. o agisim degistirerek diizgiin ivmeli hareketin bir
¢ok hallerini biiylece inceliyebiliriz. Siirtiinmeyi miimkiin oldugu kadar
azaltirsak, egik diizlemde hareket eden cismin a ivmesi ile serbest diis-
mekte olan cismin g ivmesi arasinda a = g sin o bagimtisiun oldugu
goriiliir. Aqikga goriiliiyorki & = 90° ise a = g, yani serhest diigme
hali; ve « = 0° ige a — 0, yini ivmesi aifir olan diizgiin dogrusal
hareket hali elde edilmektedir.

e

Simdi de efik diizlem iizerinde hareket etmekte olan cismin hareketi-
ni meydana getiren kuvveti inceliyelim. Deneyler gasteriyorki hareketi
meydana getiren kuvvet cisme etki eden W yer¢ekim kuvveti olmayip
ondan daha kiigiik olan ve cismi egik diizlem iizerinde dengede tutacak
F kuvvetidir. Siirtiinmenin olmadig ideal halde I ile W arasinda F = W
sin o bagntisl mevcuttur.

fvme ve kuvvetler arasmdaki bu bagmtilar1 birbirine béle-

w
rek F = ;:- a elde ederiz. Mekanikte g yani bir cismin agur-



himin yer¢ekim ivmesine boliimiine o cismin kiitlesi denir ve m ile gos-
terilir, Biylece ikinei kanun

F = ma gekline girer. Bu ifadeye hareket denklemi ad1 verilir.

3. Iki cismin birbirlerine yaptiklar: karsihkh etkiler esit ve mt yin-
liidiir.

Kuvvetlerin meveut oldugu her yerde bu kanun muhakkak hatir-
larda olmahdir. Ornegin: Yer, Ay iizerinde nekadar bir gekim meydana
getiriyorsa Ay da Yer iizerinde aym ¢ekimi husule getirmektedir. Bunu
yeryiiziinde hissetmememizin yegane nedeni Yer kiitlesinin Ay kiitlesin-
den seksen defa daha biiyiik olmasidir.

2.5 Newton genel gekim kanunu.

Herkes bilirki biitiin cisimler yer¢ekim kuvvetinden delayr yere
diigser, Hicbir sekilde desteklenmiyen her maddesel cisim yere dii-
gecektir. Diger taraftan, Kopernik ve taraftarlar Yer'in de dijer gezegen-
ler gibi Giines etrafinda dolanan bir gezegen oldugunu gostermiglerdir.
O halde diger gezegenlerin yakimna birakilacak bir cisim de onlarm
yiizeyine diisecek, yini onlar tarafindan gekileceklerdir. Bu da sunu
gosteriyor; ¢ekim dzelligi valmz Yer'e ait degil biitiin gik cisimlerine
ait miisterek bir dzelliktir. Biylece, ¢ekim dzellifinin diger gik cisim-
lerine tegmili ile bu cisimler arasindaki karsihkh ¢ekim problemi ortaya
gknmsta,

Diger taraftan, Giines Sisteminde Kopernik ve Kepler tarafindan
kesfedilen tzellikler gosteriyorduki, Giineg merkezde olarak gezegenlerin
hareketlerinde belirli bir rol oynuyordu. Keplerin kendisi de gezegen
hareketlerinin Giines tarafindan idare edildigine inamyordu. “iki ayn
cisim bir miknatis gibi birbirine yaklagsmak ister” diyerek gravitasyon
(gekim) iizerinde dogru goriisler ortaya atmsti. Keplere gore ¢ekim ge-
zegen hareketlerinde biiyiik 6nemi haizdi ve gezegenleri Giines etrafinda
tutuyordu.

Newton'un ii¢ hareket kanunu, yeryiizeyinde, yerszel sartlar alinda
yapilan deneylerle elde edilmigti. Fakat Newton hig giiphe etmeden bu
kanunlarmn giksel cisimler igin de muteber oldugunu kabul etmig ve bu
kanunlan gbk cisimlerine de uygulamistir.

P gezegeninin S Giinesi etrafindaki yiriingesinin kii¢iik bir kismim
alabm. Belirli bir anda gezegenin yeri P, olsun. Eger gezegene hig bir
kuvvet etki etmeseydi Newtonun birinci hareket kanunundan dolayx
gezegen P, daki =ziyla bir dogru boyunea (okla gosterilen) diizgiin ha-



reket edecekti. Bu hareket yériingeye bu noktada teget olacaktir. Fakat,
mademki gezegen bir efri boyunca hareket etmektedir, o halde onu dog-
rusal hareketten saptiran bir kuvvetin etkisi alindadir. Gezegenin bir
dogrudan olan sapmasi daima Giinese dogru olduguna gire ona etki eden
kuvvet te Giinese dogru olmalidir. Newton biylece gezegenlere etki eden
kuvvetin Giinesten ileri geldigini teshit ettikten sonra, bu kuvvetin Gii-
nesten olan uzaklikla nasil degistigini aragtirmaya basladi ve hesaplar
ile gbsterdiki bir maddesel cismin ¢izdigi egri, bir odag ¢ekim merkezi
olan bir elips ise, bu merkezin gekim kuvveti uzakhgin karesi ile ters
orantilidir. Diger taraftan bu ¢ekim kuvvetinin geken cismin kiitlesiyle
dogru orantih oldugu da agktir. Sonug olarak gimdi Newton’un meshur
genel ¢ekim kanununu ifade edebiliriz:

8
E 3

“Ugzayda her maddesel partikiil diger bir partikiili kiitlelerinin gar-
pimyla dogru ve aralarinda ki uzakh@n karesiyle ters orantih olarak
ceker.”

Bu kanununun matematiksel ifadesi ise F = G %ﬁ-
seklindedir. Burada F iki cisim arasindaki ¢ekim kuvveti, m; ve m; ci-
simlerin kiitleleri, r aralarindaki uzaklik ve G de segilen kiitle, uzunluk
ve zaman birimlerine bagh bir sabit olup genel ¢ekim sabiti adim ahr.
Kanunun, igindeki kiitle dagihmm homojen olan kiiresel cisimler halinde,
keza dagilm homojen olmasa bile aralarindaki uzakhfn gok biiyiik
oldugu hallerde de uygulanabilecegi wine Newton tarafindan ispat edil-

mistir. :
2.6 c. g. s. birimler sistemi.

Mekanikte, kullamlan birimlerin tesbiti ¢ok &nemlidir. Uzunluk,
kiitle ve zaman esas kemiyetler olarak segilir. Uzunluk birimini cm.,
kiitle birimini gr. ve zaman birimini de saniye olarak ahrsak c. g. s.
birimler sistemini elde ederiz. Diger biitiin fiziksel kemiyetler bunlar
cinsinden ifade edilebilirler., Gram, bir cm? suyun 44° deki kiitlesi
olarak tarif edilir. Bir cismin agirhfn yerden yere degisebilir, fakat
kiitlesi her yerde aymdir. Kiitlesi m olan bir cismin yeryliziindeki agr-



hipn W ise m = a—-‘;i dir. Aym cisim Ay yiizeyine getirilirse agirhi
W( (daha hafif) olacaktir. Fakat Ay g¢ekim ivmesi g de aym oranda

daha kiigik oldugundan m — j&i aym kalir. Dolayisiyla, meka-

nikte bir eismin agirhi degil ve fakat kiitlesi esas kemiyet olarak al-

nir,

Jimdi mekanikte kullamlan diger kam.i}"etlm'ih ¢. g. s. sistemindeki
boyutlarim:  bulacagz:

Haz ¢ Yolun zamana gire degigim derecesi olduguna gire c.
g. s. boyutu cm, [san,

Ivme : Hizin zamana gore defisim derecesi nlduguna gbre c.
g. 8 boyutu cm. [san.?

Kuvvet : Birimi din yéni bir gr. kiitle iizerinde 1 em [san? lik ivme
meydana getiren kuvvet olduguna gore c. g. s. boyutu
gr. cm, [san,2

Boyut analizi, formiillerin dogru olup olmadiklarim kontrol et-
mekte gok faydahdir. Oyle ki, bir formiiliin her iki yaminda bulunan ke-
miyetlerin ¢. g. s. boyutlan yerlerine kondugu zaman her iki taraf bir-
birine egit qikmuyorsa bu formiiliin yanhs oldugunu siyliyebiliriz.

2.7 Problemler.

1. G genel ¢ekim sabitinin sayisal degerini c. g. s. ve astronomik
birimler sisteminde bulunuz:

Coziim:

Ranler 3. den oo s ™ dir. Y Gii
epler 3. te = Pt m) . Yer nes

sistemine uygulayalim:

1°. e. g. s. sisteminde

a = 1,4967 x 10!? cm.
P = 31558 x 107 sam.
M5 = 19910 x 1032 B

mE = 59770 x 1027 gr.

Bu degerler yukaﬁda yerlerine koyulur ve kisaltilirsa



G = 6,67 x 1078 em3 | gr. san? elde edilir.
2° Astronomik birimler sisteminde

a = 1
M = ]
M e
329390
P = 365,256 Ort. Giines Giinii

Bu degerler yerlerine koyulur ve kisaltihirsa

G = 00002959122 elde edilir. Bu halde, bazan G
yerine k2 kullamilir. O zaman k = 0,0172020989 olur ve Gauss sabiti
adim alr.

2. Kepler'in 3. iincii kanununu dairesel yoriinge igin ¢ikartimsz.

Coziim:
Dairesel yoriingede hiz: v = E;R
2 2
Dairesel yiriingede merkezka¢ kuvvet: E;{" e 41;);““
Dairesel yériingede Newton ¢ekim kuvveti: G RZ
i
Merkezkag kuvvet = Newton g¢ekim kuvveti oldugundan
4mmR c mM
=T “R2
buradan
R3 GM

T~ (sabit) elde edilir,



3. g yergekim ivmesinin sayisal degerini ¢. g. s. sisteminde bulunuz,

mmg

)

kanununu yeryiiziine yakin bir uzakhktan diismekte olan bir m kiitlesine

Ciziim: Newtonun 2. inci (F = ma) ve genel gekim (F=G

uygulayalim: m; = m, m; = M (Yerin kiitlesi), r = R (Yerin yarcapi)

ve a = g oldugundan F =mg ve F = G i?[—‘,;—!— elde ederiz. Buradan
mg = G -% buradan da g = EHI:[;— elde ederiz. Degerler

yerlerine koyulur ve kisaltihrsa

g ~ 981 cm(san? bulunur,

4. Aym hammlia“? fsat degisik kiitleli iki m ve M (m < M) kiire-
lerine tesir eden ha\ra direnci T dir. Bu iki kiitleden agir olanmimin daha
biiyiik hizla diisecegini gisteriniz,

Coziim. m ye etki eden kuvvet mg - T
M vye etki eden kuvvet Mg — T
m nin diisme ivmesi a; ve M nin diigme ivmesi a; olsun
mg — T = ma, (m nin hareket denklemi)
Mg - T = Ma, (M nin hareket denklemi)

™ ®
&

M3

Bu denklemlerden m(g-a,) = M(g—a5) buradan da sl B M - |

g—as m

elde ederiz. Bunun saglanmasi iginse ay > a; olmahdir. Tvmesi biiyiik
olan hareketinse daha hizh olacag asikardar,

Ozel hal: eger atmosfer yok ise T — O dir. Dolayisiyla a; — a
olur. Yani her iki cisim aym anda diigerler.



5. Ay'mm Yer etrafindaki hareketini dairesel kabul ederek bu ha-
reketin ivmesinin, bu uzakhktaki yer¢ekim ivmesine egit oldugunu gos-
teriniz.

10
v = __L'_';.:?Ir_ = g x;’:;;:;cj,lﬂu:: e = 0,102 x 109 ¢m [san
= —,'f+ = 0,27 cm [san?
GM 6,7 x 1078 x 5,9 x 2027
g = = — (3.8 % 1010)2 0,27 cm [san2
2.8 ls.

Bir kuvvetin etkisi altinda bir cisim yer degigtiriyorsa yapilan ig
1§ = KUVVET x YOL olarak tarif edilir. Iki hal vardir.

1°. F kuwvveti sabittir: Bu halde yer degistirme bir dogru bhoyunca
olur, Eger s yolu katediliyorsa s ile F nin aym dogrultuda olmas: halinde
is W = Fs, ve aralarinda O agis1 yapmalar halinde is W = Fscos® dir

-

Her iki halde W = F . r bagintisiyla ifade edilebilir. Burada r mut-
lak degeri s olan wvektordiir.

/
© i

5 i

2°. F kuvveti sabit degildir: Bir (xy) Dik Koordinat Sistemi alalm.
Her x, y noktasinda F kuvveti degigsin, yani F = F(x, y), Simdi bir
cismin bu kuvvet alammin etkisiyle A dan B ye geldigini kabul edelim.
Yapilan isi bulmaya ¢ahisacafiz. Bunun i¢in AB egrisini n esit pargaya



¢ = —Z— dismerkezlik (eksantrisite)

r : F; odagindan elipsin herhangi bir noktasina giden vektir
v : gergek anomali — r nin enberi dogrultusuyla yaptigi ag1 (*)

F; merkezli (r, v) kutupsal koordinat sisteminde elipsin denklemi
F,PQ ii¢cgeni yardimyla bulunur. F,Q2 | P'T;[I'.2 - FTI_P? bagntisindan
F,Q = 2ae + rcosv, PQ = rsinv ve F| P = 2a-r koyulursa

S a(l — e2)
1 4+ ecosv’

denklemi elde edilir

v = 90° tken r = a {1 — e2) — p : elipsin parametre uzun-
lugu kullambirsa elipsin kutupsal denklemi olarak

r— b elde edilir.

1 + ecosv-

Biiyiik eksen uzunlugu 2a olan bir elips, 2a ¢aplh bir genber yardi-
miyla da elde edilebilir. Bunun igin ¢enberin herhangi bir AjA; ¢ap: ah-
mir. Cenber iizerindeki herhangi bir noktadan A A; ye bir dikme indirilir.
OP" iizerinde O dan itibaren b uzunlugu alhmp A;A; ye bir paralel gizi-
lir. Bunun P'Q yii kestigi nokta elipse ait bir noktadir.

A;0P" = E olsun. Bu agiya eksantrik anomali ad: verilir. P nin
F; merkezli Dik Karteziyen Koordinatlar -

x = a (cosE — e)

* Anomali sbzeiigii ghk mekaniginde, hareket eden bir cisim enberi noktasina geldiginde
sifir olan ag anlaminda kullamlhr. '

£l



bélelim. i - inei nokta P;, buradaki kuvvet F(x,, v;), P,P,,; = Asi
ve kuvvetle As; arasindaki ag1 O, olsun. F(x;, y,) nin P, de egriye teget
dogrultudaki bileseni F(x;, y,) cos€); ve cismin P, den P, ’e gelmekle
yvaptigr is yaklask olarak F(x;, y,) cos®; As, d]r Dola}dsl}r]a. cismin
A dan B ye gelmesiyle yapilan is

9‘"‘

,F{'f',."h\'

- o

=1
W,s = Lim b3 F(x;, v;) cofi As,; =j. Feos® ds olacaktir
A

n— o i=0

B = 5 :
Bunu wvektirel olarak W,, = j F . dr geklinde yazabiliriz. F nin
: A

bilegenleri F,, F, ise F F, i + F, ; dir. dr = dxf + dy ; yi de
kullanarak

B. . B
W I F.dr =I (F, &x + F, dy) dlde eders,
A A

is birimi erg’dir. Erg, 1 din’lik bir kuvvetin uygulandijn noktay: kendi
dogrultusunda 1 em. gétiirmekle yaptiga istir. Dolayisiyle ig'in c. g. s.
boyutu gr. cm?. | san? olur.

2.9 Bir kuvvet alammmn potansiyeli.

Ug boyutlu (x,y,z) Dik Koordinat Sisteminde ¥ ¥ (x,y,2) vek-
tir alanim gbz dniine alahm. Simdi yine bu uzayda éylebir V. = V(x,y,z)
fonksiyonu alalimki F ile V arasinda asafnndaki baginti bulunsun

av 4 av:h
-y




Bu taktirde V fonksiyonuna F kuvvet fonksiyonunun  potansiyel'i

& » g = 8 & . :
el e ol e
7/ ile gosterilir. Bunu kullanarak

denir. Vektérel analizde

Koo iV V yazabiliriz. Béylece V nin gradient’i #niine

eksi koyulunca i;" yi vermektedir *.

—

F = -grad V

Her kuvvet alam i¢in yukandaki sart: saglayan bir V fonksiyonu
bulmak miimkiin degildir. Miimkiin olan alanlara konservatif alanlar
denir.

Simdi konservatif alanlarda mevcut olan bam ozellikler girecegiz.

B & =% — = A
Win = j F.dr ifadesinde F =-/Vve dr=1 ds  koyalm
A

B A
WAB :_j vv i T dE ﬂl'll.l'.
A
ok dv. &V dx &V dy A dz
Diger taraftan e + g 4 o= =
dx dy » ds »
- (ds el TR ..
av av s av  a
et = e
A
= T.%¥
yukarida yerine koyarak
B B B
w,,,,=-j ‘f e j e (B | T
i 5 A A

elde ederiz. Burada V s, potansiyel fonksiyonunun A noktasindaki de-

* ¥ iglem-yapan' nabla veyva del diye adlandinlr, Bunun bir skaler fonksiyona uygulan-
masiyla gradient, bir vektdrel fonksivonla skaler carpum  diverjans ve vektirel carpumyla da
kirl (rotasyon) elde edilir.



geri, V» de B noktasindaki degeridir. Buradan asafidaki ozellikler
¢ikar:

1°. Konservatif bir alanda A dan B ye giden bir cismin yaptijn
ig, A ve B noktalarindaki potansiyel farkina esittir.

2°, Konservatif bir alanda A dan B ye giden bir cismin yaptif
i§ yola bagh olmayip sadece yolun ug¢ noktalarina baghdir.

V = V(x,y,z) fonksiyonu genel olarak uzayda bir hacim temsil
eder. Sayet V(x,y,z) = sabit alirsak bu bir yiizey olur. Bu yiizeye es
potansiyel yiizey denir. Boyle bir yiizeyde bir cismin bir noktadan diger
bir noktaya gitmesiyle yapilan is sifira esittir,

2.10 Yer g¢ekim potansiyeli.

Evveld yer ¢ekim alaninin konservatif hir alan oldufunu gisterece-
giz. Newton Genel Cekim Kanununu, yer ¢ekim alanindaki bir birim
kiitle igin yazalim.

F=0G

r2

Burada M yerin kiitlesi, r ise yer merkezinden birim kiitleye giden
yoldur.

Yer merkezli xyz dik koordinat sisteminde F nin bilegenleri.

M x
FI=F¢DE|:K,I}=—G 2 T
M ¥y
F,=Fo(y,7) =-G e
M z
F=F = = —
. cos (z, 1) G e
P
A - B
F -
-
¢ o
-
f{_1




F merkeze dogru oldugundan xyz nin pozitif ybnlerindeki bilegen-
lerinin basina negatif isaret konmusgtur.

B
Bunlan W,y = - j (Fedx + F,dy + F.dz) de yerlerine koya-
A :

hm
B ¢m
A T

, J (xdx + ydy + zds)
xdx + ydy + zdz -

r

Fakat r = (x2 4+ y2 4+ 22) 1 |2 dolaysiyle dr =

bunun yardimyla da
1 B

= GM | — | elde edilir.
= A

B dr
A
Merkezden A ve B ye giden uzunluklar ry ve rj ise

W,, =-GMI

1 1
Wi = GM {Tz = -*IT]'

O halde yapilan is sadece yolun ug noktalarina baghdir. Dolayisiyle de
yer ¢ekim alam konservatif bir alandir. Yukaridan yer gekim potansi-

yelinin V = oldugu goriiliir. Zaten nin  gradientini

M
alirsak gériiriiz ki F ye yani G;_z ye esit qikmaktadir, Zira,

- ' av s gv av GM
F=_vv=-{—a'x"—l+ F]—!— az k) ’ V=

5 GM 5 GM 5 GM

A A &
— i gl

1 A 1 2 1 A
=M [(-—5) —i+ (=) T+ ) k]

r r

GM - & A A
= - (xi+4+ yj+ zk)

GM =, GM A
r r

e r2




GM

Buradan F = 5
r

elde edilmektedir.

Potansiyel fonksiyonunun A daki degeri V1 = Lo ve B deki

n

degeri V» = == oldugundan birim kiitlenin A dan B ye gitmesi}*le.

I2
yapilan is Va1 — Va2 olmaktadir. Eger birim kiitle A dan sonsuza giderse
r, + @ ve yapilan is W = - i:q-[— dir. Yéni A daki potansiyele
1

egittir (Eksi isareti, birim kiitlenin yer ¢ekimine zit yénde gitmesinden
ileri gelmektedir). O halde bir noktadaki potansiyeli, birim kiitleyi o
noktadan sonsuza getirmekle yapilan is olarak ta tarif edebiliriz.

Potansiyelin c. g. s. sistemindeki boyutu: Bir noktadaki potansiyel,
birim kiitleyi sonsuza getirmekle yapilan ig olduguna gire boyutu, birim
kiitle bagina ig olacaktir. lgin ¢. g. 5. boyutu gr em? [san2. de kiitleyi
birim olarak alirsak potansiyelin boyutu cm? [san? gkar, Zaten

V=G -—h?l- den de em? gr-! san.”2 x grfem = cm? [ san?, elde
edilmektedir.

2.11 Enerji.

Bir cismin enerjisi diye o cismin is yapma kabiliyetine denir. Skaler
bir kemiyet olup birimleri ig birimlerinin aymdir. ki tiirlii enerji tarif
edilir. :

1. Kinetik Enerji. Bir cismin hareket etmesinden dolay1 haiz oldu-
gu ig yapma kabiliyetidir. v hiziyla hareket eden ve kiitlesi m olan bir
cismin kinetik enerjisi _

Ex = {1 m v2 bagimtisryla werilir.*
m ve v nin e. g. s. sistemindeki boyutlar denklemin ikinei yamnda

yerlerine koyulursa Eg nin ¢. g. 5. boyutu gr cm? | san?, elde edilir ki
bu da igin c. g. s. boyutudur.

B B du B B
*[Fds=|m —uvdt=m [ vdt = | § my* |
A A dt A A

m
= — (vg=v"y) = A dan B ye gitmekle yapilan I3 = Kin. En.
2

Eger Adablaz yy = 0, Bde yg =u thdtthnaHkqnerjiEk=§-mu*alm,



¥ = bsinE = a 4/ 1 - e2 sinE dir. Bu degerler r2 = x2 4 y2
de yerlerine koyulur ve kisaltilirsa

r = a (1 — ecosE) elde edilir.

‘Daire ve elips iizerindeki biitiin noktalar igin % = %ﬂ.}u.

funa gore * elipsin alam dairenin alamnim bu orandaki iz diisiimii ola-
caktir. O halde

An © al a ;
CrE e e buradan Az — = ab elde edilir.
Elde edilen biitiin bu bagntilar ileride yeri geldikge kullamlacak-

tir,

Not: Hiperbol ve parabol igin yukardakllere benzeyen ézelliklerin
tesbiti nku}rucu}fa birakilmigtar.

2.2 Kepler kanunlan

16 mner yiiz yihn sonlarina kadar gik cisimlerinin hareketlerinde
eliptik yoriingelerin adi hi¢ gegmemistir. Bilindigi gibi ilk olarak Koper-
nik (1473-1543), tam on dort asir rakipsiz kalmmg olan Batlamyus Siste-
mini yikmugtir. Batlamyus Sisteminde Yer sabittir ve Giines, Ay ve geze-
genler Yer'in etrafinda dolanmaktadirlar. Kopernige gore ise, Giines
sabit olup Merkiir, Veniis, Yer, Mars, Jiipiter ve Satiirn gezegenleri
(16 ma1 asirda Uraniis, Neptiin ve Pliiton bilinmemekteydi) Giines et-
rafinda bir daire iizerinde dolanmaktadirlar. Giines bu dairelerin tam
merkezinde olmayip biraz merkez digi bir yer isgal etmektedir. Kopernik
aym zamanda bu gezegenlerin Giinege olan uzakhklarm ve Giines et-
rafindaki dolanma miiddetlerini de hesap etmigtir.

Kopernikten sonra, astronomlar Kopernik Sisteminin gegerlilik
derecesini tesbit etmek igin sistematik bir sekilde gabgmaya basladilar.
Bu arada Galile (1564-1642) ve Tycho Brahe (1546-1601) nin ¢cahsmalarin-
dan bahsetmek yerinde olur. Galile Yer'in kendi ekseni etrafinda déndii-
giinii ispatlamsg; 1610 da, astronomi tarihinde ilk olarak giklere bir te-
leskop yineltmis ve bylece astronomik arastirmalar igin hayal bile edi-
lemiyeek bir gagar agmgti. Tycho ise ¢ok iyi bir gozlemei idi ve dzellikle
Mars gezegeninin bol sayida ve ¢ok hassas gizlemlerini yapmugti. Bu bil-
gilerle miicehhez olan Kepler (1571-1630) gezegenlerin hareketlerini ay-
rintih bir sekilde incelemgye koyuldu. Ise Mars’la basladi:



Marsin gikyiiziinde goriinen hareketi, hem keﬂdiﬂ-_ii]ill ve hem de
Yerin hareketinden ileri geldiginden, nce Yerin hareketini bilmek gere-
kiyordu. Dolayisiyla Kepler, énce Yerin hareketini inceledi. Asagida O-
nun hesaplarim wveriyoruz.

Farzedelimki Mars Karsi konum’u (opozisyon'u) takiben bir ve bir
kag yoriinge periyodu arabklarla gézlenmisgtir, O zaman Mars, ybriin-
gesi iizerinde hep aym yerde goziikecek, Yer ise gesitli yerler isgal ede-
cektir. Sekilde M Marsi, E, E;, E,, v. s. de Yer'i gostersin. Eger Yer ilk
gozlemde E,_ da ise, 687 giin (Marsin dolanma miiddeti) icinde iki devir
yapamayacak ve E; de, diger bir 687 giin sonra da E; de v. s. olacak-

| \

A)
<R
=l
- 2 M
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Ekliptik boyunca Giinesin hareketi Tycho Brahe tarafindan incelen-
misti. Dolayisiyla Keplerin elinde Giinesin Ekliptik iizerinde hergiin ne-
rede bulunacajim gisteren hassas tablolar meveuttu. Biylece E  SE,
E SE,, E,SE;, v.s. aglann Keplerce biliniyordu. Mars ile Giines arasin-
daki SE\M, SE,M, SE;M, v. s. agilan da gizlemle bulunabilirdi. Sonra,
SME,, SME,, SME,, v.s. iiggenlerinden (ki bu iiggenlerde bir kenar, SM,
ortak ve sabit, ve iki agilar1 da bilinmektedir), SE,, SE,, SE;, v. s, uzun-
luklar: SM cinsinden tayin eilebilir ve cesitli anlarda Yer'in durumuna
tekabiil eden noktalar sekle gecirilebilir. Bu noktalarin birlegtirilmesi ise
Yer'in Giines etrafindaki yolunu gisteren egriyi verecektir.

Bu egrinin bir daire, fakat Giinesin tam merkezde degil biraz fark-
lh yerde oldugu bulunmustur. Dairenin merkezi ile Giinegin bulundugu
yer arasindaki OS uzunlugu Keplere gire dairenin yangapimmn yaklagik
olarak 1 /59 u kadardi. Bu ok kii¢iik bir degerdir ve 10 cm. yangaph
bir dairede sadece 1,5 mm. ye tekabiil eder. . '

Kepler keza, Yerin yoriingesi iizerinde diizgiin hareket etmedigini
tesbit etmigtir. Yer, Giinegse en yakin oldugu P noktasi civarinda, en



uzak oldugu A noktasi eivarindakinden daha hizh gitmekteydi. Bu ga-
higmayr tamamladiktan sonra Kepler Mars'in yoriingesini ele ald,

Yer ve Marsin opozisyondaki durumu E, , M ve bir Mars periyo-
dundan sonraki durumu E; , M olsun. Kepler ¢ agis1 ve SE; uzunlugunu
daha 6nce hazirlamis oldugu Yer hareket tablolarindan elde edebili-
yordu, SME, agis1 ise gozlemlerle tayin edilmisti. Béylece SME, ii¢genin-
den SM yi, yani Marsin Giinese olan uzakhfim tayin etmek miimkiindii.
Bu sekilde Kepler, Marsin Giinese olan uzakh@m yoriingenin gesitli
noktalarinda tayin etmis ve bu noktalardan gegen egriyi bulmaya te-
gebbiis etmigtir. Uzun ve gii¢ bir galymadan sonra Kepler, Mars ybriin-
gesinin bir daire olamayacag sonucuna varmisgtir.

LU

Biylece, asirlardanberi hakim olan “giksel hareketler sadece daire-
sel olabilir” fikri giiriitiilmiis oluyordu. Kepler sonra, bu noktalardan
basik bir egri ¢izmeye galismig ve uzun denemelerden sonra Marsin yi-
riingesinin bir elipsle temsil edilebilecegini bulmustur. Kepler, bu elip-
sin dismerkezligini 1/11 olarak buldu. Yériingenin yari-biiyiik eksen
uzunluju ise Yer-Giines uzakhfmmn 1,52 si idi. Giines bu elipsin bir oda-
ginda bulunuyordu. Kepler sonra bu gezegenin hareketindeki diger &zel-
likleri incelemeye giristi. Giinesten bakildifina giire perihel yakinlarin-
da Marsin iki ayda 37°, aym: miiddet i¢inde afel yakinlarinda 26° yol
aldigim tesbit etti, O halde Mars Giinesten nekadar uzakta ise o derece
yavag gidiyordu. Keza Mars, yiriingesi iizerindeki hareketi esnasinda



M M;, M3M,, v. s. yollarim esit zamanlarda kat ediyorsa SM;M,, SM;M,,

v. s. liggenlerinin alanlan esit oluyordu.

Kepler bu ozellii yerin yoriingesi igin de kesfetmis idi. O halde
Yerin yiriingesi de bir elips olabilirdi. Giinesin Yer ybriingesinin mer-
kezinde olmayip yarigapimin 1 /59 u kadar uzakta oldugunu séylemistik.
Bu, Yerin eliptik yoriingesinin digmerkezligi olmahydi. Digmerkezligi
bu kadar kiigiik olan bir elipsde yan-biiyiik ve yan-kiigiik eksen uzun-
luklar1 ancak 7 binde 1 fark eder. Kepler zamanmnda biitiin gézlemler
giplak gozle yapiliyordu ve biyle bir elipsi daireden ayirmak zordu.

Sonradan Kepler dier gezegenlerin yiriingelerini de tayin etmis
ve onlarin da elips olup yukandaki dzellikleri sagladyfim tesbit etmistir,

Simdi sira biitiin gezegenleri birbirine baghyan genel bir bzellik
aramaya gelmisti: Yer ve Marsin Giinege olan ortalama uzaklhklarimn
oram 1 /1,52 dir. Bunlarin dolanma miiddetlerinin oram ise 11,88 dir.
Birincinin kiibiinii ve ikincinin karesini ahrsak yaklasik olarak birbirine
esit cikmaktadir. ‘Kepler bu oranlan biitiin gezegenler igin teskil etti ve
yukanki dzelligin saglandigim gordii.

Béylece Kepler gezegenlerin hareketlerini ilgilendiren ii¢ bilyiik
dzellik elde etmis oluyordu. Kepler kanunlari olarak bilinen bu dzellik-
leri simdi toplu bir sekilde verelim:

1. Bir gezegenin yoriingesi, odaklarimin birinde Giines bulunan bir
elipstir,

2. Bir gezegen, yoriingesi iizerinde hareket ederken, gezegeni Gii-
nese birlestiren dogru esit zamanlarda esit alanlar tarar.

3. Gezegenlerin hareketlerinde yar-biiyiik eksenlerin kiiplerinin,
dolanma miiddetlerinin karelerine oram sabittir.

Simdi bu kanunlaran ikincisinin geometrik bir ispatim verecegiz:



Bir t aminda Giineg G de, bir gezegen de P; de bulunsun. Birim za-
man iginde G nin P iizerine hig etki etmedigini kabul edelim. O zaman
P, dogrusal bir hareketle P; ye gelecektir. Simdi eger giines gezegene etki
etmeseydi ikinci bir birim aralk sonunda gezegen P; e gelir ve P,P; =
P,P; olurdu. P; de iken aniden Giines gezegeni kendisine ¢ekerse gezegen
P, e gelir. Simdi gisterelim ki GP;P; ve GP,P; iiggenlerinin alanlan e-
gittir. Yani egit zamanlarda esit alanlar taranmstir.

GP,P, = GP,P; dir, zira taban ve yiikseklikleri esit
GP,P; = GP,P, dir, zira tabanlan aym yiikseklikleri esit.
Buradan GP,P, — GP,P, elde edilir.

fkinei kanundan bam énemli sonuclar cikarilabilir:

oy 54 sinA®, Lim % o iy e au;%@ i@' buradan
- A+l B ' Avag * :

dA de : sinA@
———— 2 1 _— — r
o $r T (limit halde A0 1ver =1

Ikinei kanuna gﬁfe- % sabittir.

O zaman ae

r2 - h (sabit) elde edilir. Bunun zama-

na gore tiirevini alalm:




210 -+ r® — O buluruz. Bu ise, hareketin tegetsel ivmesidir ve
sifira egittir, O halde gezegenlerin hareketlerinde sadece radyal ivine mev-
cuttur. Bu da, gezegene tesir eden kuvvetin Giines dogrultusunda oldu-
funu gosterir.

Problem 4 de, Kepler’in bir ve ikinei kanunlan yardimiyla, gezegene
tesir eden kuvvetin aym zamanda % ile. de orantih oldugu gos-

terilecektir,

3 3
T & a, _a’ .
Kepler’in iigiincii kanunu = = ek B e sabit.

P P,
geklindedir. Burada 1 indisi bir no. lu gezegeni, 2 indisi iki no.lu gezegeni

nihayet indissiz harfler de her hangi bir gezegeni temsil eder.

Simdi gosterecegiz ki bu oran Kepler'in dediéi gibi tam bir sabit
degil, fakat gezegenden gezegene pek az miktarda degismektedir.

. de h . r2 -
2 = =3 —_— I ——— = = = i
2@ =h = 3 dt o d® integre ederek
P 2m 2r
T 112 40
(-] go-r-i |
V] 0 0 y
2x
Diger taraftan } r2 d® = w ab (Elipsin alam). Dolaysiyle
0
2 . T ;
P = > N8 b elde ederiz. Bu degeri P3 de yerine koyalhm
R b2 1 PO
- = T Burada p = . (elipsin
i 2522 .
F‘ “ a h

parametre u:::unll;gu}. lleride gosterilecektir ki h2 = G(M + m) p dir.
Burada G genel ¢ekim sabiti, M Giinesin, m gezegenin kiitlesidir.
al G(M + m)

Hu_nlar. yardimayla o = TR elde elderiz.




Kolayca goriildiigii gibi, bu deger tam bir sabit olmayip, gezegenin
kiitlesine baghdir. Mamafih Giines sistemindeki en biiyiik gezegen olan
Jupiterin kiitlesi bile Giineginkinin binde biri kadardir; dolaysiyle, M
in yaninda m ihmal edilebileceginden, pratik maksatlar icin iigiinci
kanunun diizeltilmemis sekli kullamilabilir.

Kepler'in diizeltilmis iigiincii kanunu, ortalama hz veya ortalama

hareket n = —2;-— , yardimyla, a*n?2 = G (M + m) seklini ahr.

2.3 Problemler.

1. Herhangi bir gezegenin Giinege olan uzakh@m, astronomi
birimi cinsinde bulunuz.

Coziim: Bir gezegenin yoriingesi iizerindeki bir noktadan kalkip
tekrar aym noktaya gelinceye kadar gegen zamam —Yildizsal periodu-
P ile ve yer ile aym dogrultudan kalkip yine aym dogrultuya gelineeye
kadar gecen zamam —kavusum periodunu-S5 ile gisterelim, Sekle dikkat

edilirse, yer i¢cin 2n 4+ ¢ = S ve gezegen igin ¢ = ET“S dir.

2n
P&

2 2= .
Bunlardan 2x + - S = = S elde ederiz. PO =1 vl
oldugundan, P ve S de yil cinsinden ifade edilmek gartiyle,
1 1
v e At

bagmtismm elde ederiz. S kolayca gizlenir ve formiilden P elde edilir.
Jimdi yer ve adi ge¢en gezegen i¢in Keplerin iigiincii kanunu

o _ = Hurada — 1 Ast, Birimi
Pz@ = PZ uradaa H.@ = . 1Tl

ve PB = 1 yil oldugundan,
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