MERKEZIL YORUNGE

3.1 Genel &zellikler.

Birinin digeri iizerindeki :;eklm tesiri ihmal edilebilen iki cisim ala-

lun Bu ‘durumda ]cuquk cismin huyugu etrafmda (;1zecegl }rﬁrun_g eye

dugrultuda]n birim vektor r ve biiyiik cismin, kiitlesi birim kabul edilen-
kii¢iik cisim iizerindeki gekim tesiri f ise; ki bu , kiigiik cismin bulundu-

dugu yere, hzina ve zamana bagh bir fonksiyondur, yani f = (;, ;,t) dir,

kiiiik cismin hareketini meydana getiren kuvvet vektorel notasyonla

F = - f r olacaktir. - igareti kuvvetin gekici oldugunu gostermek
i¢cin konulmustur. Bu durumda kiigiik cismin hareket denklemi, New-
ton’un ikinci kanununu kullanarak

¥ s (1)
olur, .

f
/

Bu denklemin ¢oziimiine baslamadan énce, hareketin Bam_ ozellik-
lerini elde edecegiz:

(1) denkleminin her iki tarafim r ile vektorel olarak garpalm.

=}

r x

- A

=-—-frxr

=13



h? = pa (1-e€?) de koyarak (§)2 = 1 . —:— (1-e2)

buradan e = § elde edilir.

4, % kuvvet alamindaki bir cisim me.rkczden R kadar”uzak-

liktan @ aqs altinda ve v; hiziyla atibyor. Hareketin

2 2 aipd
g o S WP gl

gini gisteriniz.
(oziim:

Alamin potansiyeli V = | fdrm% dr = = =

Kutupsal koordinatlarda hiz ve=ri + 10 ; kare alarak

: : N . h? .k : h2
vl =12 4 r2@2 r2@ = h tan r2@2 — —_— dolaysiyle v2 = r2.4- e

} v2 4+ V = E enerji entegralinde yerlerine koyarak
! h2 " )
t (2 + IT)*T=EI

E v1 bulmak i¢in ilk sartlan1 kullanacagz.

v, n radyal bilegeni r — u, cos B ve A dar = R

2 .
E = } (u,2 cos28 + _hR-EF g degeri yukanda yerine

R
koyarak
. h2 n h2 n
et =thdomB + mp)— g

A noktasmda h = R v, sinf
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= . 2y 2 sip?d
Buradan r? = y 2 - . + s, (I G SNPP elde edi-

R r - r2

lir. 6
Qu@ Bir niaimnndnk dugrﬁltusunda]:_i bir kuvyet tepiri altinda eksant-
risitesi ¢ olan bir elips gizmektedir. Cisim en kuvvet diger |
odaga transfer edilmektedir. Yeni ybriingenin eksantrisitesinin
e = F_[T3~_+éi} oldugunu gésteriniz.
_er)_ ali-e) (4],
m: \ = a("‘ £ = _—'a(*""‘e
(bziim: —{:—'-__ a8 1/

A noktasinda r = a (1 - e) oldugundan

agisal momentum h = va (1 - e) ="M f"".“ﬁ

- E e B hz  uZa2(l —e)2 _ula(l-e)
n r ur ua (1-e) n
. :

yiriinge denklemi - 1 4 e cos @ y1 A igin yazarsak

% }r-erine yukarki degeri, ® yerine afir koyanz.
Q@ 54
I‘;,-,—- L
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u23(1—5}=1+e+u2= m l 4+ e
a0 ﬁEr‘E a 1 —e
.h]rani harekette r, r' = a(l + e) bﬁ;]inﬂ- geliyor, h' = va (1 + e):
¥’ 2 r
1}: - {: = ve yeni yoriinge denklemi %—- =14 ¢



Yeni ybriinge i¢in A da © = 0 ve %— nin degerini koyarak

= K 1te

via (1 + e) , x 1—e :
= =1+¢ - s /{1+e)=1+e*+
o = ﬁ—{la_iei)-— elde edilir. != L«LQ}z
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rxr =0 integre ederek
rxr =h
Burada h sabit bir vektérdiir. = :{kiiigiik cismin hiz1) koyalm

—+ -

= e b - {2)

elde ederiz. O halde, kiigiik cismin hareketi esnasinda acisal momentum
-gabit kalmaktadur. :

Simdi de (2) denkleminin her iki tarafim F;- ile skaler olarak g¢ar-
palm

r. [r4x 1;.} = ]_; sol taraf sifir oldugundan
r.h =0 (3)

elde ederiz. (3) denklemi sabit b vektsrine dik olan r vektiirlerinin
meydana getirdifi, merkezdeki biiviik cisimden gegen bir diizlemin denk-
lemidir. O halde, kiigiik cismin hareketi, merkezdeki biiyiik cisimden
gecen bir diizlem iizerinde olmaktadir.

Biz burada f yi sadece kiigiik cismin bulundugu yere bagh bir fonk-
siyon olarak kabul edecek ve sadece konservatif alanlar gz oniine

alacafnz. Bu duruma gbre, i'=_-f{:} vo F = - vV V yazabiliriz. Burada

V = V(r) potansiyel fonksiyvonudur.

Diger taraftan F nin radyal bilegeni f(r) ve tegetsel bilegeni sifirdur.
1.15.2 den dolay

_g;r.. th{;j. ve —]::-—- —g.-—g— = Cl' yﬂﬂﬂhﬂil’iﬁ.

Ikinei denklem gisteriyorki V, dolayisiyla da f yalmz r nin fonksiyonu-

dur. O halde, f{; ) yerine f(r) ve %;r_- yerine % yazabiliriz. do-

layisiyla
dVv
dr

Vi) = [ (r) dr (4)

= f(r) integre ederek



elde ederiz. Bu sartlar altinda kiigiik cismin hareket denklemi
r = -f@)r 5)
gekline girer.

(5) diferansiyel denklemini ¢bzmek igin kutupsal koordinatlar kul-
lanacafiz. Radyal ivme r - r®2 we tegetsel ivme r® + 21 @ nin birim
kiitle ile (m = 1) garpim kiigiik cisme bu dogrultularda etki eden

Ty

kuvveti vereceginden ve kiigiik cisme sadece radyal dogrultuda kuvvet
etki ettiginden

T - 102 = - (r) | (6)

réi+2£@=ﬂ—a%f“ ‘igur‘) e (7
Bu sistemin ikincisini hemen integre edehiljrm

26 — h (@aval mom.) (8)
Burada h integrasyon sabitidir. (8) ifadesi bilindigi gibi Kepler'in ikin-

ci kanununun matematiksel ifadesidir. Diger taraftan agisal momentu-
mun sabit olusundan

h—rxu=rx {r: - 1"@;] r ve i aym dogrultuda
oldugundan

—

h = rOr x?] olur, Mutlak deger alarak

h. = 120 elde ederiz. O halde. Keplerin ikinei kanunu
ile agisal momentumun sabit olusu aym seydir.

Simdi sistemin birinci denkleminin yéni (6) nin integrasyonuna ge-
gecegiz:

% = u degisken degigtirmesini yapahm. i
du du dr 1 d& 1 dr d&  r
d® dr 40 2 d®@ 2 dt d®@ h
2 . .
Benzer sekilde L .5 = - - r buradan r = - h2u? L

do:z h2u2 _ dez



Diger taraftan r@2 = h2u! tiir. bunlan (6) da yerlerin koyarsak

d2n 1 1
de—l—u= h2u2 5y u] ©)

elde ederiz, Bu differansiyel denklemin ¢bziilebilmesi igin f kuvvet
fonksiyonunun bilinmesi gerekir.

3. 2 Newton ¢ekim alanindaki merkezil hareket,

Simdi merkezdeki ¢ismin kiitlesinin M oldugunu ve bu cismin,
hareketini incelemekte oldufumuz birim kiitleyi Newton Genel Cekim
Kanununa gire ¢ektigini kabul edelim. Bu gekim alaminin konservatif

oldugunu biliyoruz. O zaman GM = u dersek f = £ olacakur. (9)

r
denkleminde yerine koyarsak

d2u 7
ety

elde ederiz.

Bu denklemin ¢oziimii u = % + A cos (0@ - 0,) dir. Buradaki A

1
ve @, integrasyon sabitleridir. u = o koyulursa

- h? |
F T T (AR ) cos(0-0,)
. .
E_ = p ve i = e diyelim
T8
r = P
1+ e cos(0-0,)

_——’_’/

elde ederiz. Bu ise bir konik denklemidir. O halde kiiciik cisim, hareketi

esnasinda bir konik ¢izmektedir.



e dismerkezligi yoriingenin tipini tayin eder:
e = 0 ise yoriinge daire,
e < 1 ise yiriinge elips,
e = 1 ise yiirilnge parabol,
e > 1 ise yoriinge hiperbol’dir.
Genellikle © agis: gergek anomali olarak almir. Bu durumda 0 = v ve
@, = 0 olur, ve yoriinge denklemimiz de

— p
i 1+ e cos v (10)

standard geklini alir.

Merkezil harekette ¢ekim kuvvetinin sekli ne olursa olsun a¢isal mo-
mentumun sabit kaldigini, yani Keplerin ikinci kanununun saglandigini;
Newton gekimi altinda ise kiigiik cismin hareketi esnasinda bir konik
gizdigini, yani Kepler'in birinci kanununun saglandigim béylece gister-
mig olduk. Simdi bu ikinci halde Kepler'in iigiincii kanununun da saglan-
difnmn  giisterelim:. '

h2 = pp = pa (1 - e2) veh =r2v dan

2w P
%rﬁdvz«}v’pa[l—e?)"' dt
1] L]
mab =} v pa (1-¢) P
ald £ In
Buradan da P = 2 ,\/ T elde edilir. n = =

oldugundan n? a3 = p elde edilir ki bu da Kepler'in iigiineii kanununun
diizeltilmis seklidir.

Simdi kii¢iik ecisim yoriingesi iizerinde hareket ederken herhangi
bir durumdaki hzin veren bafintilan gkaracafe:

(10) denkleminin zamana gore tiirevini alalim.
ey

P R e . eh :
eElNYV v = — §inv riy — — ginv = — sinv

(1 + ecosv)? p P h

y =
- . h 1! "
Diger taraftan rv = — (1 4 ecosv) dir.

,1; = rﬂl -+ rva den kare alarak



vt = r2 -+ r2y2 yukandaki baginulan bu hiz bagmnt:
smnda yerlerine koyar ve kisaltirsak

2 1 - e2 :
= “f{_r_ e ) (11)
elde deriz.
S T : 2 1
1°/Elips halinde p = a (1-e2), dolayisiyla v2 =p {_r_ - T}
.27 Parabol halinde e = 1 dolayisiyla ug = ETP.
3° Hiperbol halinde p=a {32-1] dolayisiyla 1.||2 M [— —::—}
4'_;" Daire halinde e=o0, p=r=a dolayisiyla ui = %

Buluruz. Dikkat edilirse parabolik hiz, daha evvelce gbirmiig oldufumuz
kurtulma hiz’ na egit olup eliptik hizdan daha biiyiik, hiperbolik hizdan
IEE daha lr.uc,uk‘t.ur

Simdi de cismin hareketi esnasinda haiz oldugu toplam enerjiyi
hesap edelim. Newton gekim alami konservatif bir alan oldugundan,
cisim yiriingenin neresinde olursa olsun kinetik enerjisi ile potansiyel
enerjisinin toplam: sabit olacali.tlr Bunu kolayca asagndaki gibi de gos-
terehiliriz: :

:; - I-‘- A : ._.l F‘ =
(5) denkleminde r—= wf=— ver = == koyahm v = e %
r2
elde ederiz. Bunu v ile skaler olarak ¢carpalm v .y = — TLS r. v olur
] A =* i - A - -: E‘l'
r=rive v=ri+ rvj koyahm v. v = - - bulunur, Bu da asa-

-

gndaki gibi yamlabilir.

d d 1 i
e (3 v2) =p . {—l_-—) integre ederek-

}ul- I E. .ielde ederiz , Burada E toplam ener-
T

~



jiyi gosteren bir sabittir. Bu enerji denkleminde gesitli yériinge hallerine
tekabiil eden w2 degerleri yerine ]Lcr}ruiuraa, Elips halinde to Ela

_W,[E & ]Paruhal halinde £ = O,/Hiperbol halinde fE
_ '—--EE..J

p
2a

gu, cismin potansiyel enerjisinin kinetik enerjisinden daha biiyiik ol-

ve ';I__A;t halmde E =

elde edilir. Toplam enerjinin eksi olu-

dugunu gisterdiginden o cismi sonsuza gotiirmek i¢in ona enerji verme-

liyiz anlamunda alinmalidar.

3.3 Problemler.

@ Bir partikiil r yan caph bir genber iizerinde hareket etmekte,
hareketi meydana getiren kuvvet daire iginde sabit bir noktadan ge¢-
mektedir. En bilyiik hiz v, en kiigiik hiz da v, ise gdsteriniz ki period

P = T':r{ul -+ u?] dir.
W vz

Coziim: O noktas: sabit kuvvet merkezi olsun. O dan gegen cap
AB ise en biiyiik lnz A da ve en kiigiik hiz B de olacaktir. A daki agisal
momentum h = x u; B deki h = (2 r-x) v, dir. Harekette agisal mo-
mentum sabit oldugundan

h = x uy; = (2r - x) v, olur,

Bunu iki denklem halinde yazip x'i elimine edersek

h = xu,
den
xuy; = (2r - x) vy
h= 2p L% elde ederiz.

v + V2



Diger taraftan,\{\lan hizi x Period = Dairenin alan.[r'
}h.P=mnr2

By W
I—I-E__szi
U + U2

Buradan P = M elde edilir,

U'I Uj

@ :; merkezil kuvveti altinda hareket eden bir cisim son-

suzdan v hziyla atibyoer. Sayet cisme hig bir kuvvet tesir etmeseydi

kuvvet merkezine ¢ kadar uzaktan gegecekti. Yériingenin denklemini
a0
7
|
|
!
|

V",

i, ¢ ve u cinsinden bulunuz.

Ciziim:

Yoriingenin bir kolu sonsuzda olduguna gire elips olamaz. Parabol

de olamaz Ciinkii bu halde v2 — -2?“- den giziikiiyorki sonsuzda

hiz sxfirdir. Sonsuzda belirli bir hiz olma hali ancak hiperbol halinde sag-

lamr, Zira v2 = p (-%- “+ %ﬁ) da r — o olursa v sonlu deger

alir. O halde yiiriinge bir hiperbol olacaktir. r - o0 igin vl = —:— dan

a = % dir. Diger taraftan, cisme hi¢ bir kuvvet tesir etmeseydi,
ybriinge bir dogru olacak ve C deki agisal momentum h = cu olacakti.
Dogrusal harekette v sabitse agisal momentum da sabittir. O halde eis-
min atildig andaki agisal momentumu da h = cu dir. Halbuki bu nokta
hiperbole ait bir noktadir. O halde h — cv hiperbolik hareketin de acisal

momentumudur a ve h’in bu degerlerini



2
p=ale2-1) = ip.— de yerlerine koyup e yi

2
bulursak e = (1 + = 1": )12
m
Hiperboliin denklemi % =1 + e cos ® da yerilerine koyarsak
2 2 2
E R Lt A eud hine
r =
S ! 1 e
dan P - en + = 1+ = e )1 /2 cos .E'l aramlan yd-

riinge denklemidir.

;3’) % kuvvetinin tesiri altindaki bir cisim kuvvet merkezinden

birim uzakhktaki bir A oktasindan dik olarak v, = } himyla atibyor.
Yoriingenin digmerkezlifginin § oldugunu gosteriniz.

{
0 i 1'15' 1
A
Coziim: - _
M " ' dl’ 1
amn potansiyeli V = [ f dr = e

Enerji entegrali E = } u2 - IL mn A daki degeri

1 7
B Al A B =il siopa B
O halde, yériinge elipstir. "
. S . 2 i
S e L e B

4
a= —

T
A da acisal momentum h = rv, =1. % = %
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