BOLUM 5
U¢ cIsiM PROBLEMI

5.1 Genel Ug¢ Cisim Problemi.

Iki cisim probleminde kiitleleri birbirine gore ihmal edilemiyen iki
cisim alinir ve kendi karsihkh ¢gekimleri altinda bu iki cismin hareketi
incelenir.Newton kanunlarimn gecerli olab ﬂmeﬂlld“g’_l;_mlmk_urﬁe_l
simetrik_olduklar:_kahul edilir. Ug cisim probleminde ise yukardaki
gartlani haiz ii¢ cisim abmir ve kendi karsihkh ¢ekimleri altinda bu iig
cismin hareketi incelenir. Adi gegen ii¢ cismin kiitleleri m; m,; ve ma
olsun, O merkezli herhangi bir koordinat sistemi alahm. m; m; ve m;"in
O ya gire hareket denklemlerini qikaracagiz. Newton genel gekim ka-

nununa gore aralarindaki uzakhk r ve kiitleleri m; ve m; olan iki cisim,

m; my

birhirini F = G

: kuv:l.ftti_*,rlc ¢eker. Bu duruma gire m;

nin m; fizerindeki ¢ekimi, vektirel notasyonla.

A . m r mym e
s 12 12 _ b
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ﬁ‘mlmz =-G
olur. Burada G Genel ¢ekim sabitidir. Aym gekilde m; iin m; tizerindeki
m,my '

13
tesir eden toplam gekim kuvveti

cekimi ﬁm;m; =-G {;I - ;3] olacaktir. 0 halde m, iizerine
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Fm; = -G e Lo (ry= 1) -G 1 (r, —r3) titr.
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Benzer gekilde m; ve my’e tesir eden toplam gekim kuvvetleri

5T 5

- - - mz ml — -
Fmy=-6—— (n-r)-G (r2 1)
# iy iy
peo. o v Eogly e _r ) ety -
Fay = —C—— Lo (r3-r2)
olacaktir.

Dolaysiyla, m; m; ve m,’iin O ya gore hareket denklemleri, Newton'un
ikinci kanununu tatbik ederek

My n=-G e (rp-1) -G " (ry—13) (1)
~ I I 25 T m > 3 o

iy By o G rj_z; (z-13) -G r31]1 (rz = 1) (2)
—: mym - - msmz - —

myry =-G r3311 {ry~ 2y}~ 6 3 (r3- 1) (3)

olarak elde edilirler. Burada. zamana giire tiirevi gistermekte olup

;j, m; lerin haraketlerinin O ya giére ivmeleridirler. Bu denklemler
iig cisim probleminin genel hareket denklemleridir. Aqikga goriilir ki
eger iigiincii cisim meveut degilse my; = O ve dolaysiyle

mr=-6G ¥z (ry - 1)
—-l- mzml - .
myr;=-0G -‘1,3—2— (r2 - 1‘1)
I

~ elde edilir. Bunlar da bilindigi gibi iki cisim probleminin hareket denk-
lemleridir. '

. 3 -
{1} + {2] -+ {3] teskil edildiginde Eﬁrﬁlﬁr ki 121 m; r; = 0 dir.
Bunu iki d'ﬂfﬂ. int-ﬂg;'ﬂ ederek

3 - — -
Emrn=at+ b (4) elde ederiz. Burada

i=1



=5

aveb integrasyon sabitleridir. Bu bagmmt1 kiitle merkezinin sabit bir
lizla dogrusal bir hareket yaptigam gisterir.

Simdi de m; lerin hareketinde agisal momentumun sabit oldugunu
gosterecegiz. Bunun igin

L - - -
Z r;xm; r;,=h olmahdir. (5) Burada h sabittir.

il

Tiirev alalim.
R e - S -
Z nxmr + Z rnxmr, = 0 olur, Vektirel
i=1 i=1

carpim tarifinden dolay1 ilk terim sifirdir. Tkinei terimin sifir oldugu

da ;1 x (1)+ 1_'.2]{ (2) + ;3x (3) teskil edilerek gosterilir.
m; my ve 1:;3 cisimlerinin meydana getirdigi kuvvet alammn po-
tansiyeli -
{mlmz g, Wl o 'E&J i T
Ty2 23 T3
nun yardimyla (1), (2) ve (3) denklemleri

¥

= V 4
mr = - i (i = 1,2,3) sekline girer. (6)
er,

Simdi de bu sistem igin enerjinin korunumunu gistereceiz. bunun

3 5
Gl T Jmyn LY = iak £ (1)
i=1

’ 3
olmahdir. Bu da X :L . (6) teskil edilerek ve sonra da integre edi-

tel

lerek gosterilir,
(1), (2) ve (3) denklemleri veya aym sey olan (6) denklemleri
18 inci mertebeden diferansivel denklem sistemleridir. Efer sistemin

bir integrali biliniyorsa onun yardimiyla mertebe bir diigiiriilebilir. Ug
cisim probleminde (4) ii sfira esitliyerek, yani koordinat merkezini

kiitle merkeiiﬁé‘*kaydlra:ak, 6 integral elde ederiz. Bunlar a ve b nin
xyz dik koordinat sistemindeki bilesenleridir. Agisal momentumun sabit



=

olugu ise bize 3 integral verir. Bunlar dah n koordinatlaridir. Diger
taraftan, enerji denklemi de bize bir integral temin eder. Bunlar yardi-
miyla sistemin mertebesi 18 den 8 e indirilir. Son olarak zamamn ve
diifiim noktasimin eliminasyonu ile mertebe 6'ya indirilebilir.

5.2 Sarth (Kisith) Ug Cisim Problemi.

m; iin m; ve my ye gire ¢ok kiigiik oldugunu ve bunlar iizerine hig
veya ihmal edilebilecek kadar az tesir ettigini kabul edelim. Bu durumda
m; iin hareketini inceliyecegiz. _

m, ve mj kiitle merkezi etrafinda daire giziyorlarsa ve m; bu daire
diizlemi iginde hareket ediyorsa m, iin hareket denklemini elde edece-
giz. m; ve my nin kiitle merkezini koordinat merkezi olarak alalim. Bu
merkezhi sabit bir dik koordinat sistemi XY olsun. m; iin hareket denk-
lemi (3) de

— — — —+ — —+

ry=r, T =71 Tr=13 Ij=r, Ip=r;koyarak el-

de edilir. Deolayisiyle

= . = -

r
r—1r
il 7 AR V8

e P

-
r = —Gm,

V-G (% + %‘3.] koyarsak denklemimiz

;= - ——  olur. (9)




Sayet r nin sabit eistemdeki koordinatlar1 XY ise, yukanki denk-
lem

d2xX  aF
ez — aX
&2Y  GF (10)
dtz2 @Y
haline gelir Burada F = — V olup Poincare’ kuvvet fonksiyonudur.

$:md.1 x ekseni m;ml dngru.ltusujrla ¢akisan, aym merkezli ve iini-
form olarak donen, xy Karteziyen dik koordinat sistemini alahm.
m; ve ms; kiitle merkezi etrafinda birer ¢enber cizmektedirler ve m,,
m; bu ¢enberler iizerinde sabit bir agisal hizla dénmektedirler. Bu agsal
hiz n ise, xy sistemi XY sistemine gore n acgisal hizi ile dénecektir. ki
sistem arasindaki ac1 bir t am igin nt oldugundan XY den xy ye gegiren
transformasyon formiilleri

X = xecosnt — ysinnt

Y = xsinnt - ycoent
dir. Bunlardan X + iY = (cosnt 4 isinnt) (x 4 iy) elde edilir.
Burada i = 4/1 dir. Simdi X 4 iY = Z ve x 4 iy = z dersek
Z = ez (11) buluruz. (10) dan

X , . 4Y _ oF o0F . oF .,  OF _

d""'_'tz + 1 [l_tz = axX '+' Y d.'l.r —-_-EX =-Fx "'-"E- Y = Ff
olmak iizere buradan

" :

th—zz = Fx' + i Fy elde ederiz. . (12)
T e e s e i TR int int g,
(11) den iki defa tiirev alara mm—-nle z -+ 2ine e

lﬂt dzz

+ e ETE) . (11) deki prensibi Fx" 4+ iFy vye tatbik ederek

F}c{l' iFy = e (F, + iF,) bunlan (12 ) dﬁ yerlerine koyarak ve

reel ve imajiner kisumlan egitliyerek

2
dx —~2nd—}r = F, 4+ n2x




¢lde ederiz. Simdi F* = F + } n? (x2 4+ y?2) diyelim
d2x dy

e —_— = F*
di2 A dt it
(13)
d2y - -
i Tl

(13) kiigiik cismin dénen koordinatlar sistemindeki hareket denklem-
leridir. §imdi bu denklemlerde meveut biitiin kamiyetleri boyutsuz hale
getirecegiz, m; m; uzunlugu | ve m; + m; = M olsun

X : g my

- E, T =% - = kut =7 diyelim. O zaman &y

kiigiik cismin boyutsuz koordinatlari, r boyutsuz zaman, p m; nin bo-

yutsuz kiitlesi ve I;i = 1 - p oldugundan 1 - p de m,’in boyutsuz

kiitlesi olur. (13) iin birinci denklemini asafndaki gibi yazarak

dz % d -}L
. oF* d2g dy, oF*
% e — 902 - i - I
M nzde s ndt B dr? . dv  n2l29f
lé —
1
Benzer sekilde ikinci denklemden
d2q _ dg oF*
dr2 + -2 dr  nldy
buluruz. Bunlardan da
d2g dq  _
2
14)
d2y a&E (
& *T Ao s W
elde ederiz. Burada
F* F n2 G m m
= - —_— {Elvl) - L 2

(E2 1+ +42) dir. Kepler'in ii¢iincii kanununu, GM = n2]3
kullanarak



M M -
n—{m”” + ’:’*L }+&(i2+n2)_ve%=ﬁ~ hal

diyerek

o — 1;[1. & ;l- 3 %(Ez +. 72) (15) . elde ederiz.
1 2

(14) denklemleri kiigiik cismin boyutsuz koordinat sistemindeki hareket
denklemleridir. Sistemin fiziksel tefsiri soyledir: iki esas cisim £ ekseni
iizerindedir. £y sistemi birim agisal hzla dénmektedir. Iki cismin koor-
dinatlar Py (p1,0) ve P; (u-1, 0) dir. Kiitleleri ise 1 — p ve p diir. 0 <p <1
dir ve egitlik halleri iki cisim problemini temsil eder. Iki cisim arasindaki
uzakhk, iki cismin agsal hizlan, kiitlelerinin toplam birim olarak alin-
mistir. '

Simdi (14) sisteminin bir integralini bulacagiz. Birineci denklemi

EE ikineiyi :—j ile garpip neticeleri tophyahm.
?_,,L‘t'fﬁ
&2 & dE  dy , d2q d1q E dn _ , dE
=l e i e e i il e
dy d dz dny o A
I}l] ar -*i' dt { {d‘l.' ]2 = 5 (?]z} 3 dr ﬂ—'-"

{ )2 e { ) =20 -C (16) elde ederiz.

(16) meghur Jacobi integra]_i, C de Jacobi sabitidir.

(14) denklemleri dérdiincii mertebeden diferansiyel denklem siste-
‘midir, (16) sistemin bir integralidir. Sistemin tam ¢bziimiinii elde etmek
igin ii¢ integrale daha ihtiya¢ vardir. Jacobi tarafindan gisterilmistir ki



eger bu iig integralden biri bulunabilirse diger ikisi bundan elde edile-
bilir. O halde sistemin tam g¢iziimii igin sadece bir integrale daha ihti-
yag¢ vardir. Mamafih Bruns ve Poincaré tarafindan da bu yeni integralin
bulunamiyacag ispatlanmistar.

5.3 Sifir hiz egrileri.

(16) denklemi kii ¢iik cismin koordinatlar ile him arasinda bir bagn-
tudar, Eger iz sifir ahirsak denklem Ev diizleminde hizin sifir oldugu yer-

lerin egrilerini verecektir. E2 4 *;12 = 0 koyarsak denklem asagndaki
gibi olur. 2 Q = C veya

2'-:1_—}1)_'__.2_&_:0 (17)

2 +
: F1 P2

I:]'?} fonksiyonu g, = 0 ve p; = 0 ve sonsuzda (2 + 72 -+ e ) ku-
tuplan haizdir. £ ve 7 biiyiidiikee denklem 2 + 42 = C ye limit ola-
rak yaklasir. Bu ise yarigapi 4/C olan bir ¢enberdir. Bu ¢enbere asim-
totik genber diyecegiz. £ ve n mn biiyiik degerleri igin ikinei ve iigiincii
terimler kiigiiktiir, bunlar ¢ ile gisterirsek £2 + 12 = C — ¢ elde ederiz.
Bu, yarigapt 4/ C — ¢ olan hir ¢enber denklemidir. O halde egrinin bir
dah asimtotik ¢enber icinde bir dairesel ovaldir. ¢ kiiciildiik¢e oval daha
fazla dairemsi olur ve asimtotik genbere daha fazla yaklagir.

£ ve 1 mn kiigiik degerleri igin ilk iki terim ihmal edilebilir. Bunlari ¢

ile gisterirsek 1:" + ;‘ — g - ¢ elde ederiz, Bu ise g ve 1
1 2

kiitleleri etrafinda espotansivel egrilerin denklemidir. C mn biiyiik de-
gerleri igin bu egriler herbir kiitle etrafinda kapah ovaldirler. C kiigiil-
diikk¢e bu ovaller biiyiir. evvela birbirine deger, sonra da tek egri haline
gelirler. Bu sirada asimtotik n;en]:mr igindeki dairemsi ovaller de ice dogru
yaklagirlar ve 1gtek1 ovale her iki taraftan degerler. C daha da kiigiil-
diik¢e ovaller kiigiiliir ve ¥ ekseninin her iki tarafinda ki simetrik iki
noktada sifira miincer '-ulrlur@

Durum gekil iizerinde kolayca anlasilmaktadir. Bu egrilexin fizerin-
de hiz sifirdir. §imdi hizin pozitif oldugu, yéni harekctm mevecut oldugu

e L

Kigimlar: m-:;ehyeceglz (16) dan

2 =E2 42 =8 4 g2+ 2{:“] - i“ -



dir. C = C; halinde (C; biiyiik) Ex gok biiyiik alimirsa sag taraf positif
olur. Bu demektir ki hiz asimtotik genber ile distaki dairesel oval arasinda
kalan kisimda pozitiftir. Dolayisiyle bu bilgenin her noktasinda pozitif
olacaktir, zira fonksiyon sadece safir iz egrisini kesip dteki bilgeye ge-
gerken negatif olmaktadir. Diger taraftan 1-u ve u ye gok yakin nokta-
larda p; ve p; ok kiigiik olacagindan C; nekadar biiyiik olursa olsun saj
taraf pozitif olacaktir. O halde igteki iki oval igersinde iz pozitiftir,
C kiigiildiikge aym bolgeler ayma ozelligi devam ettirecektir. Hareket
sadece hzin pozitif oldugu bilgelerde miimkiindiir.

A

-
P -

Yukardaki incelemenin giizelligi suradadir: Sayet C yeter derecede
biiyiikse ve 1-u ve u etrafindaki ovaller kapah ise baglangm¢ta bu ovaller
igerisinde bulunan bir kiigiik cisim daima icinde kalacaktir, zira cisim

ram efrisini kesemez., Gergekten Hill, Ayin yerden olan uzakhfimun
bir iist limitin meveut oldugunu bu yolla tayin etmisti.

5. 4 Cift kath noktalar.

Daha evvel de bahsettigimis gibi £ chseni lzerinde iy Lane, ve ogri-

lerin sifira miincer oldugu yerlerde iki tane olmak iizere toplam hes tane

T —— e i

gift kath nokta vardir. Sifir iz egrilerinin denklemi 20 = C idi.




i = ifadeleri eérinin normallerinin dogrultman kosi-

Y by

niisleriyle orantihdir. Egri iizerinde ise -—:—E- = _:;% = 0 dir. O hal-
i son o o ETE diq xa a0 a0
dE (14) ten gﬁ-rulur k] m 5 F Faﬂl ]\l"me-.I.BI' EE—' + _&T ﬂﬁ,

dolayisiyle normallerin dogrultman kosintisleriyle orantihdir. Buradan
sifir hiz egrisi iizerine birakilacak kiigiik bir cismin normal dogrultusun-
da hareket edecegi sonucu gikarnhr. Cift kath noktalarda normal dogrul-
tusu belirgiz oldugundan, bu noktalara koyulacak kiigiik eismin ivmesi
de sifir olur dolayisiyla hareketsiz kahr. Diger taraftan bu nokta-

larda % = -—?——- = 0 dir ve (14) denklemi Szdeslik olarak sag-

lamr. Dolaysiyla, ¢ift kath noktalar sarth ii¢ cisim probleminin dzel
goziimleri olurlar. Bu ¢iziimler ilk defa Lagrange tarafindan veri]digiﬁden
cift kath noktalara Lagra;ngﬂ noktalar1 da denir, ve L;, L,, L, Ly, Lg
:'E:_;‘:‘;Eteriliﬂet. Biz bu noktalara bazan librasyon noktalar1 da diyecegiz.
ve burada sadece figgensel noktalar ad1 verilen L4 ve Lg ile meggul

olacafz.

E:‘_E.E',ﬂ =0 , W =0 denklemlerinden -

aQ E-p En+1

— = i e . e —— T I
b ﬂE E [1'1"] P31 ] P’lﬂ' - 0 { H'}

a0 7! n 1

e o I i S _—_ =0 19
: " (1) P p2? )
elde edilir.
Uggensel noktalarda n == 0 dir,

1 1

19) dan 1- (1-p) — - p — =0 20
(19) dan 1- (1-p) =yl s (20)

B~ #0 wve Ep 410 oldugundan
(20) y1 evveld E-p ile sonra E-p+1 ile garparak

)l BB E-w
R e . @)




E-ptp-0-p SEEL, SEET 0 @)

14 te
|
i & L R L';‘_
¥ e IR
[ ]
Ly
1
21) - (19) da - e =L b e
(21) - (19) dan M—I—PT,, oy
1 1
. (22) - (19) dan ~51.-|-1—F_={]_..1 +_FT_—_{}
1 1

Dolayisiyla p, = 1 ve p; = 1 dir. p;2 ve p;2 nin degerleri konulursa
R S B e
E-w+ 12 +72=1

elde ederiz. Buradanda £ = p -} ven = &+ —'\’;—- buluruz.

O halde Ly ve Ls noktalanmin koordinatlar
3 3 :
L @-fo- X2 ve Ls-b ) di
Simdi Jacobi sabitinin degerini Ly ve Ls te bulacafz.
p? = (&) + 2
pa?= (E-u+1)2+72

Bunu 249024 —-E—ELL} + _E.Pzi = C deyerine koyahm.
1

 den  (1-p)p?+ppo?—pu(1-p)=E2++? bulunur

() 2+ =)+l + —)=C+p(w)=C
F1 P2



Burada p;, = 1 ve p; = 1 koyarsak C' = 3 elde ederiz. Uggensel nok-
talarda Jacobi sabiti en kiigiik degerini aldifina gére harekette daima
C' > 3 olmahdir.

5.5 Cift kath noktalar civarinda periyodik yoriingeler.
Eger £  n, librasyon noktasimin koordinatlari ise, bunlar

d2g dnq

d=2 — 2 'l'l"l.' czag HE [E-!.q]
4 |, d8 "
Ta T %W

denklemlerinin zel ¢bziimiidiirler. $imdi bu noktadaki cisme kiigiik bir
ver degistirme verelim.

E=% + A8 , n = + Ay
Bunlar1 denklemde yerine koyar, ikinci tarafi Taylor serisine agar ve
ikinci dereceden terimleri ihmal edersek

a2 d , a0 220)

37 M- iy S ARk e M
& d20)

buluruz. Burada Q nin kismi tiirevleri £, v, noktasmnda hesap edilir,
yani sabittirler. Dolayisiyle denklemlerimiz sabit katsayih lineer dife-
ransiyel denklemlerdir. Coziim igin asafidaki transformasyonu yapa-
hm.

AE=E , An=E,AE =&, Ay =E,
Bunlardan ve denklemlerden simdi

£, = &
Ey = &4
£y = ﬂ,a;.q & + ﬂg.q Ex + 284

ﬂ?nﬂgal+nﬂﬂﬁi—25}

elde ederiz. Bu denklemler birinci mertebedendirler. Bunlar1 determi-
nantlarla asagidaki gibi yazabiliriz.



e 0 0 1 0 £
£, o 0 0 1 £,
£y Quy Oz, 0 2 Ey
£y ﬂng Qm -2 0 B4

Veya daha kisa olsun diye

F & =1 &) | & 1
yazalim.
Bu sistemin c¢iziimi [A] - & [I] = 0 karakteristik denkle-
minin ) igin verecegi eigen degerlere ve eigen vektirlere baghdir. Burada
[1] birim matristir. [A] =& [I] = 0 y1 bulahm:

0o o 1 0 1 o 0 0
0O 0 0 1 o 1 o0 0
S =0

ﬂEE QEn 0 2 0O 0 1 0

n?}ﬁ Qun-2 0 o 0o 0 1
- 0 1 0
0 =3 0 1

Buradan = { buradan da
Mep My Sk o &
Qﬂﬁ e — 2 — A
4 A — 2 = 2 —

Bu denklem ciziilerek 3, 2; 23 %4 eigen degerleri elde edilir. Bunlara
tekabiil eden eigen vektirler oy o a3 ®y ise sistemin g¢bziimii

AE = Za, oMT
i ﬂllll‘.i=]g 2; 3,4
"l:"'ﬂ — Eﬂi E.'I"'.l’l.'

Buradaki J; ler «; ler cinsinden hesap edilebililirler.

" Coziimiin kararh veya kararsiz (stabl veya instabl) olugu A ya bag-
hdir. Eger(23) den 22 igin iki negatif kok gikarsa, bunlara —g,2 ve —g,2
diyerek A, = igy , A3 = - i6y , Ay = i6y , Ay = - ioy elde ederiz.
0 zaman gbziimler



& [ + &
iayT —ig,T 1057 —ig
Af =y e N L +uc3ez + ay e 7

An =By 01" 4 B, 6701 | g, 6% 1 B, &% (burada i—+/ T dir)
olur. Euler agghmlarim kullanarak ve a;=a; = Ay, ay=0y = A5, f;=P>
= B, , p3 = B4 = B, secerek’

AE = A coso;7 + Aj cosart
An = B, cos oy7 + B; cos o7

periodik géiziimleri elde edilir. Cisim librasyon noktasm etrafinda periodik
bir ybriinge ¢izer, sonsuza gitmez. Ve dolayisiyle de librasyon noktas:
stabl olur. (23) den % i¢in =it isaretli iki reel kik ¢ikarsa ¢iziim periyodik
olmaz, cisim zamanla sonsuza gider. Mamafih , bu durumda ilk sartlar
dyle segilebilirlirki integrasyon sabitlerinin (katsayilarin) bamlan sifir
olur ve geriye kalan terimler kararh bir ¢bziim verir. Eger (23) ) igin iki
kompleks kik verirse kararh gbziim elde etmek imkénsizdr.

Simdi yukanki incelemeyi Ls noktasina tatbik edecegiz: -

1=-p B
Q=3@E+ 9+ -
i (g 12) = =

den evvela nE_,E, . ﬂ"‘]‘? , Q% lan bulur, sonra Ls igin

E=p-t.n=—5— ., pmp=1 vep =1 koyarsak
= 2
9
=
T
ﬂ?'!.l="4_— (1 - 2u)

buluruz Bunlan (23) de yerlerine koyahm 2% + 22 + % w(lp) =0~

M- T~ p{l-g}is

buluruz. Eger 27 p (1-p) "r 1 is kokler piir imajiner olur. Bu sart
< 0,03852 igin saglamr. O halde p < 0,03852 olduZu taktirde periyodik
vériingelerelde edilebilmektedir. Giineg- Jiipiter sistemi igin p=0,00095388
dir. Yéni bu sistemin iiggen noktalarinda periyodik yériingeler bulmak



miimkiindiir. u niin bu degeri i¢in denklem ¢bziiliirse ., = 4 0,08046 i
ve hay = <+ 0,996758 i bulunur. Koordinat sisteminin dénme periyodu
jiipiterinki ile aym oldugundan periyodlar: bulmak i¢in 11,86 y1 A lara
béleriz.,

Bunlarin ilki Jiipiterin periyodunun 12,5 kat1 = 148 wil, ve digeri
Jiipiterin periyodundan biraz biiyiik = ll,gﬂ;‘t'[‘:warmdadlr.- Gergekten
Giines-Jiipiter sisteminin iiggen noktalan etrafindaki Trojan asteroid-
leri igin iki gegit yoriinge rasat edilmigtir ve periyodlan yukankilere uy-
maktadir. :
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