2. ORNEKLEME DAGILIMLARI

2.1. ISTATISTIKTE KULLANILAN BAZI ESITSIZLIKLER
Olasilik ve istatistikte esitsizlikler onemli bir yer tutar. Bazen, olasiliklarin ve rasgele
degiskenin momentlerinin hesaplanmasi zor olabilir. Boyle durumlarda, olasilik ve momentler

i¢in bir alt veya tist siir verilir.

2.1.1.Markov Esitsizligi

X bir rasgele degisken g de g:R —R™ tanimli negatif degerler almayan bir fonksiyon

olmak tizere, ¢ >0 i¢in

P(g(X)>¢) < 5(ng

dir.

Ispat: X siirekli olsun (kesikli durumda integral yerine toplam gelir). X in olasilik

yogunluk fonksiyonu f(X) olmak iizere, g(X) in beklenen degeri

E(g(X)):Tg(x)f(x)dx: [ g feQdx + [ g(x) f(x)dx
—o© {9(x)>c} {9(x)=c}

> [ gf(x)dx= ¢ [ f(x)dx =c P(g(X)>c)
{g9(x)>c} {9(x)>c}

seklinde bir esitsizlik elde edilir. Burada, g(x) negatif olmayan degerler aldigindan,

g)>c= [ g(x)f(x)dx> ¢ [ f(dx
{9(x)>c} {g(x)>c}

dir. Buradan da, ¢ >0 i¢in E(g(X)) >c P(g(X) >c) seklinde aranan esitsizlik ispat edilmis

olur.



2.1.2.Chebyshev Esitsizligi

X rasgele degiskeninin beklenen degeri u, varyansi sonlu o2 olsun. ¢ >0 olmak lizere,

Var(X)
o2

P( X —u>c) <

dir.

Ispat: Y =(X - ,u)2 olarak alinsmn. Bu durumda Y negatif degerler almayan bir rasgele

degiskendir ve E(Y)=E(X — ,u)z =Var(X) olaur. Buna gore Markov esitsizliginden,

E(Y) :Var(X)

c? c?

P(| X —u|>c)=P(Y>c?) <

c=ko almirsa ¢? =kZ &2 olur. Buradan,

P( X —u|> ko) <1/k?

P( X - u|< ko) =1-1/k?

elde edilir. Chebyshev esitsizligi genellikle olasiliklar i¢in bir alt veya iist sinir belirlemek i¢in

kullanilir.

Chebyshev esitsizligi bir rasgele degiskenin kendi ortalamasi komsulugunda bulunmasi

olasilig1 i¢in,

P(py —koy <X < puy +k0'x)21—i

k2

gibi bir sinir deger belirlemektedir.

Ornegin, varyansi var olan her hangi bir olasilik dagiliminda, Chebyshev esitsizliine gore



P(uy, —20, <X < py +20'X)21—%:O.75

dir.
Ornegin, X~N (uy, 6Z) oldugunda,

P(uy —20, < X < uy +20,)=0.9544
dir.

Ornek: X rasgele degiskeninin beklenen degerinin =10 ve standart sapmasmnin o =5

oldugu biliniyor. Buna gore asagidaki olasiliklar i¢in bir alt ve iist sinir belirleyiniz.

a) P(X <0 veya X >20)="
b) P(-5<X <25)="

a) P(| X -10|> I@<1/k2

o=5
k =2 oldugunda P(X <0 veya X >20) durumu saglanir. Buna gore,
P(| X -10|> 2x5) <1/4
seklinde bir iist sinir belirlenir.
b) Chebychev esitsizliginden P(| X —u|< ko) >1-1/ k? oldugundan,
P(| X —10|< 3x5) >1-1/3? olup

P(-5< X <25)>1-1/9=0.89

bi¢giminde bir alt sinir elde edilir.



2.2. ZAYIF BUYUK SAYILAR KANUNU

X, X500 X,,... bagimsiz ve ayni u ortalamali o <oo varyansh rasgele degiskenler ise

_ P
X — p dir.

Yani, X, X,,...X, bagimsiz rasgele degiskenler, E(X.)=u , Var(X,)=0c", i=12,...n
olmak tizere,
limP(| X, —,u|<g):1

dir (>? n Olasilikta g ’ye yakinsar). Bu Zayif Biiyiik Sayilar Kanunu olarak bilinir. Bunun

bdyle oldugu gosterilsin.

o
X, X,,...X, ‘lerin ortalamasi,

>,
X =12

n

2

olmak iizere, E ( X, ) =y ve Var(X,) = g olup, Chebyshev esitsizliginden,
n

_ _ o 1
P(| X, — g |< kaxn)— P(| X“_”Kkﬁjﬁ_ﬁ

e

. n o
dir. k==—"— olarak alinirsa e =k —
o Jn
_ 1
P(IX,—ul<e)2l-——

)

biciminde elde edilir. Esitsizligin her iki tarafinin n — oo i¢in limiti alinirsa,

>0 i¢in



mpa Xn—y|<g)zm 1-

olup olasilik birden biiyiik olamayacagindan,

lim P(| Xn—y|<g):1

N—o0
elde edilir.
Ornek. X, X,..., X ,... diizgiin bir paranin ard arda atiliginda gelen tura sayisii (0 ya da 1
tane) gostermek lizere X, ~Db(l p :%) ,1=12,3,... dagilimma sahip olur. Zayif Biiyiik

Sayilar Kanunu’na gore

=1

X;

__n denemedeki basar: sayisi P

n o P

n n

dir. Istenildigi kadar kiigiik € >0 degeri icin,

Nn—o0

lim P(| Xn—%l<ej=1

dir.Yani, diizgiin bir para atildik¢a gelen tura sayisinin ortalamasi 1/2 degerine yakinsar. Zayif
Biiyiik Sayilar Kanunu’nun bu 6zel hali Bernoulli Biiytlik Sayilar Kanunu olarak bilinir.

2.3 MERKEZI LIMIT TEOREMI

X, X,,... X ,..bagimsiz ve aym dagilima (aym beklenen deger u, varyans o <o) sahip

rasgele degiskenler olmak iizere,



> X -E(X,) .

t
limP| = 0 <t|= j e ¥

n% fgar(znl: Xi) J2n

dir. Burada, Z ~ N(0,2) dir.

Biiytik n ler i¢in,

X —H (1 -22/2
p| =0 <t|= | -=e7%"“dz
(G/\/n J I«/

8

yani, Z ~ N(0,1) olmak iizere

)Zn_;u ~
P{ oy St]~P(Z <t)

dir. Bu su demektir, yaklasik olarak yapilabilen olasilik hesaplarinda, biiyiikk n ler i¢in,
X, — 4

o \/_ ‘nin dagilim fonksiyonu yerine standart normal dagilimin dagilim fonksiyonu
n

2
alnabilir. Hattd X, nin dagilim fonksiyonu yerine N[u,a—] normal dagilimin dagilim
n

fonksiyonu alabilir.

Ornek: Diizgiin bir tavla zarmin 100 kez atihginda gelen nokta sayilarinmn toplaminin

[340,360] araliginda olmas1 olasiligt nedir?

100
P(340< > X, <360) ="

i=1

PX=x) | ¥ % % Y% Y %




olmak tizere, kesikli dagilimlarda Merkezi Limit Teoremini kullanabilmek i¢in siireklilik

diizeltmesi denen asagidaki islem yapilmaktadir.

100 100

P(340<> X, <360) = P(339.5< ) X; <360.5)
i=1 i=1

100 n n 100
3395-E( X Xi) > Xi—E( > Xi) 360.5-E( X Xi)
— P( i=1 <i=1 i=1 < i=1 )
100 ﬂ n 100
Var( X Xi) ar( X Xi) ar( X Xi)
i=1 i=1 i=1

339.5-100% 3.5 360.5-100x 3.5
<Z< )

=P 35 35
, /100 <30 100% 32
12 12

— P(-0.6148 < Z <0.6148) = 2P(0 < Z < 0.6148)

=2(0.7317-0.5)= 0.4634

bi¢ciminde bulunur. Diizgiin bir tavla zarmin n=100 atilisinda gelen nokta sayis1 toplaminin

350 olmasi olasilig1 nedir sorusu soruldugunda siireklilik diizeltmesine gore,

100 100

P(} X, =350)=P(350-0.5< Y X; <350+0.5)
i=1 i=1

349.5-100x3.5 350.5-100x3.5

*P(——m—mMme—<Z<——nw=—)
35 35
,floox— floox—
12 12
=P(-0.05x ;E <Z <0.05x% /E)
35 35

= P(-0.0293< Z <0.0293)
=0.0234

degeri bulunur.



